Internetova matematicka olympiada - 29. listopadu 2011
4. ro¢nik

1. Uvazujme rovinny mechanismus, ktery je tvoien tfemi tuhymi ty¢emi AB, BC a CD. Délky ty¢i jsou
|AB| = |CD| = v/2a, |BC| = 2a. Ve vSech bodech A, B,C, D je rota¢ni kloub, kter§ umoziuje rovinny
pohyb ti1 tyél. Body A = [—a,0] a D = [a, 0] (a > 0) zlistavaji pfi pohybu mechanismu na misté. Uprostied
tyce BC uvazujme bod E. Bod F muze pfi pohybu mechanismu opisovat dvé kfivky.

a) Sestavime-li mechanismus podle Obrazku 1, pak bod E bude opisovat kiivku, ktera je velmi jedno-
duché. Hledanou kifivku nakreslete a napiste jeji rovnici.
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Obrazek 1: K zaddni ptikladu 1la)

b) Sestavime-li mechanismus podle Obrazku 2, pak bod E bude opisovat kiivku, kterd jiz tak znima

neni.
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Obrazek 2: K zadani piikladu 1b)

Napovime vam, ze pro body této kiivky plati:
— Soucéin vzdalenosti od dvou pevnych bodi (=ohnisek) je roven konstanté.

— Tato ohniska se nachazeji na pfimce AD.
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Reseni piikladu 1:
ad a)

Sledujme pohyb bodu FE v pfipadé, Ze se obé ramena AB, resp. DC zacnou otécet kolem nehybnjch
bodt A, resp. D stejnym smérem (napf. v kladném smyslu, tj. proti sméru ob&hu hodinovych rucicek).
Vzhledem k tomu, Ze délka centralniho segmentu BC' je totozna se vzdalenosti AD, ty¢ BC pak vykonava
jen posuvny pohyb dany polohou bodit B a C, které se otaceji po kruznicich s polomérem r = v/2a. Bod E
se tedy pohybuje po kruznici se stfedem S = [0, 0] a polomérem r = v/2a. Stfedovy tvar rovnice kruznice,
po které se pohybuje bod F je

(2= 0)*+ (y - 0)* = (V2a)?,

tedy po upraveé
2 4 9% = 2a°.

ad b)

Druha kfivka jiz na prvni pohled tak zfejma neni. Po Gvaze o mozném pohybu bodu E dojdeme k zavéru,
ze ktivka, po které se pohybuje bod E vypada jako lezatd osmicka symetricka podle osy y.

Ze zadani vime, Zze body hledané k¥ivky (lezaté osmicky) maji konstatni soucin vzdalenosti od dvou
pevnych bodd (=ohnisek). Tuto konstantu oznacme ¢ (¢ > 0). Déale vime, Ze ohniska lezi na pfimce
AD, tedy maji y-ovou soufadnici rovnu 0. Vyuzijeme zminéné symetrie podle osy y a oznacime ohniska
F =[—e,0] a G[e,0] (e > 0). Situace je zndzornéna na Obrazku 3.

Obrazek 3: K feseni prikladu 1

NapiSme rovnice, které z uvedenych informaci vyplyvaji.

V1V =¢C,
’U% . ’US = 02,
tedy
(+e)?+9%) ((z—e) +y?) = (1)

Je zfejmé, Ze hledand kiivka prochizi bodem O = [0, 0]. Dosazenim bodu O do rovnice (1) ziskdme vztah
mezi ¢ a e, tedy
?=et (2)

Déle je ziejmé, Ze bod [v/2a, 0] lezi na hledané kiivce. Dosazenim tohoto bodu do rovnice (1) a vyuzitim



vztahu (2) ziskdme vazbu mezi e a a, tedy

(V2a+ e +0%) - (V2a— e +0%) =l
(V2a+e)? - (V2a—e)? =et
(V2a +e)(V2a —e€) - (V2a+e)(vV2a—e) =e
(2a% — €%)(2a% — e?) =e¢t
(202 — €2)? =¢*
da* — 4a%e® +et =t
4a* — 4a%e* =0
4a*(a® —€?) =0.
Podle predpokladi plati a > 0, proto musi platit
(a* —e?) =0,
tedy
e = *a. (3)

Dosadime (3) do rovnice (1) a obdrzime
(@ +a)® +9°) - (& —a)® +¢°) = a’.
Dalsi dpravy vedou jiz jen k findlnimu tvaru rovnice hledané kiivky, kterou je Bernoulliova lemniskata.

(@+a)?+y?) (z—-a)+y?) =
(@ +a)*(z—a)®+y*(z+a)’ +1y*(x—a)’ +y'
(22 — a?)? + y? (2% + 2ax + a?) + v (2 — 2ax + a®) +y* =
ot — 20202 + a* + y%(22% + 20%) +yt =
—2a?(2? — y?) + ot + 2222 + ¢*
—2a%(z? — ¢?) 2
22(z% — ) = (22 + y?)?
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Obrazek 4: K feseni prikladu 1



2. Mé&jme nekonecné velky ¢tvereckovany papir se vzdalenosti linek ve vodorovném i svislém sméru rovnou 1.

Méjme kulatou minci o poloméru r =

1

7> kterou ndhodné hézime na Ctvereckovany papir (na kazdé misto

miize dopadnout se stejnou pravdépodobnosti).

a)
b)

0

Jaké je pravdépodobnost, ze mince lezi na dvou riznych linkach?
Jaka je pravdépodobnost, Ze mince lezi alespon na jedné lince?

Jaka je pravdépodobnost, Ze mince lezi na pruseciku dvou linek?

Reseni piikladu 2:

Nejdrive je tfeba si uvédomit, ze vSechny ctverecky maji stejny tvar, a tedy je mozno uvazovat situaci
pouze v jednom c¢tverci pod podminkou, Ze stfed mince mtze dopadnout na kazdé misto ve ¢tverci se
stejnou pravdépodobnosti.

Ze znalosti, kam dopadl stfed mince, muzeme okamzité usoudit, zda-li zadani bude splnéno ¢i ne. Proto
je vyhodné zabyvat se pouze iivahami, kam musi dopadnout stfed mince, aby zadani bylo splnéno, a poté
spocitat pravdépodobnost tohoto jevu.

Pravdépodobnosti budeme urcovat jako podil obsahti dvou ploch, tj. P (A) = g—;, kde S; je obsah takové
plochy, ze pokud na ni dopadne stfed mince, tak je zadani splnéno, S5 je obsah plochy vsech moznych
dopadt stredd mince. Protoze stfed mince miize dopadnout kamkoliv do ¢tverce, jehoz hrana méa délku 1,
je Sg =1.

a)

Vzhledem k rozmértim mince neni mozné, aby lezela na dvou riéiznych vodorovnych nebo dvou riznych
svislych linkach. Jedinou moznosti tedy je, Ze mince lezi na jedné vodorovné a jedné svislé lince.

Aby mince mohla leZet na lince, tak nesmi jeji stfed padnout dale nez do vzdalenosti % od dané linky.
Mista, ktera maji vzdalenost mensi nebo rovnu i od vodorovnych a zaroven od svislych linek, jsou
vyznacena Sedé€ na Obrazku 5 vlevo.

Plocha c¢tverce je rovna 1, plocha Sedych c¢asti je i. Je tedy zfejmé, ze pravdépodobnost, Ze stifed
mince dopadne do vyznacenych oblasti, a tim splni zadani, je %.

Aby mince mohla leZet alespon na jedné lince, musi jeji stied lezet ve vzdalenosti mensi nebo rovné

i alespon od jedné linky. VSechna mista majici tuto vlastnost jsou na Obrazku 5 uprostied. Jejich

plocha je %, a tedy i vysledna pravdépodobnost je %.

Mince lezi na priiseciku dvou linek tehdy, pokud jeji stfed nelezi dale nez i od priiseciku. Tato mista
jsou vyznacena na Obrazku 5 vpravo. Jejich obsah i hodnota vysledné pravdépodobnosti jsou rovny
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Obréazek 5: K feseni piikladu 2 a), b), c)



3. Hudebni oktava se sklada z 12 pulténd, které se potom v dalsi oktavé opakuji. Kazdy piltén mé na
klaviru svoji klavesu. Cela klaviatura méa 88 klaves. V soucasnosti se v evropské hudbé pouziva nejcastéji
tzv. rovnomérné temperované ladéni. Tzn. tén, ktery lezi o oktavu vysSe nez druhy tén, ma oproti nému
dvojnéasobnou frekvenci. Ostatni ptltény vznikly rozdélenim oktavy na 12 stejnych intervali - tj. frekvence
dvou sousednich pulténd jsou v poméru dvanactd odmocnina ze dvou ku jedné.

Vypocitejte frekvenci nejnizsiho a nejvyssiho ténu klaviru, kdyz vite, Ze zdkladni tén al (tedy komorni a)
ma od roku 1939 frekvenci 440,00 Hz a je to 49. klavesa klaviatury pocitano od nejnizsi.
Reseni piikladu 3:

Shriime si informace ziskané ze zadani a zavedme vhodné znaéeni.

e Klaviatura mé 88 klaves, ozna¢me frekvence prislusnych pulténi zi,zo, ..., Tss.
1\2/5

e Pomér dvou sousednich ptltént je —=.
e Frekvence ténu al je 440,00 Hz.
e Tén al je 49. klavesa, tedy x49=440,00 Hz.

Frekvence pultona tvori geometrickou posloupnost s kvocientem g = ? = /2. 49. ¢len této posloupnosti
je £49=440,00 Hz. Pro n-tj ¢len geometrické posloupnosti plati z, = x; - ¢"~'. Proto frekvenci nejnizsiho
ténu uréime vztahem 440.00
x x ,
xr1 = qnil = q4;31 = ( 1\2/5)48 = 277 50 HZ

a frekvenci nejvyssiho ténu vztahem

87
wgg = 1 - ¢ =z - %1 = 27,50 - ( \/E) = 4186,01 Hz.

4. Magicky ¢tverec je ¢tvercové schéma o n Fadcich a n sloupcich, do kterého jsou vepsana libovolna (pfedem
pevné dand) pfirozend ¢isla aq,as, ..., a,2. Pravidlo pro vepsani éisel a1, as, ..., a,2 je takové, ze soucet
¢isel v kazdém tadku, kazdém sloupci i na obou hlavnich diagonaldch je stejny. Tomuto souctu fikdme
konstanta Ctverce a znac¢ime ho S. Pro n liché musi byt S délitelné n. Ukazte, Ze pro pevné dané n = 3
a pevné danou konstantu ¢tverce S, je prostiedni prvek ¢tverce pevné urceny.

Prvni varianta feSeni pf¥ikladu 4:

Oznacme si prvky v magickém ¢tverci podle Obrazku 6.

a; | a2 | as
a4 | G5 | Qg
az | ag | Qg

Obrazek 6: Magicky ¢tverec pro n = 3

Zapisme vztahy, které musi platit, aby slo o magicky ctverec.

a1+a2+a3 =
ayg + a5 + ag
ay+ag+ag =

I
oo
S

a1 +ag+ay; =
az +as+ag =
az +ag+ag =

TP
c

a1 +as+ag = S (6)



as+as+a; = S (7)
Rovnice (4) popisuji soucty v fadcich, rovnice (5) popisuji soucty ve sloupcich a posledni dvé rovnice (6), (7)

sou¢ty na hlavnich diagonélach. Se¢tenim vSech ti{ rovnic (4) (pfipadné vSech t¥i rovnic (5)) dostaneme
rovnici

a1 +as+az+ag+as+ag+ar+ag+ag = 3S. (8)
Mnohem zajimavéjsi je ale seéteni poslednich dvou rovnic, tedy rovnice (6) a (7). Tak dostaneme vztah
a1 +as+2a5 +ar+ag = 285 (9)
Odectenim rovnice (9) od rovnice (8) dostaneme

as+aqg—as+ag+ag = S. (10)

Tim se ndm podafilo snizit po¢et neznamych aq, ..., ag, na kterych je zévisla konstanta S. Ve snizovani
3 s 49,

po¢tu nezndmych mizeme déle pokracovat. Prvky as a ag mizeme eliminovat, odeéteme-li od rovnice (10)

druhou z trojice rovnic (5). Dostaneme tak

as —2a5 +ag = 0. (11)

Zbyva posledni krok, tedy eliminace prvki a4 a ag tim, Ze od rovnice (11) ode¢teme druhou rovnici z trojice
rovnic (4) a obdrZzime

—3a5 = —S, (12)

COZ znamena, ze

a5:§.

Tedy prostiedni ¢len as magického ¢tverce o deviti polich je pevné dany, mame-li zadanou konstantu .S
Ctverce.

Druha varianta feSeni prikladu 4:

Ozna¢me prvky magického ctverce jako a;;, kde 7 je fadkovy index a j sloupcovy index prvku. Déle
oznac¢me prostfedni prvek magického ¢tverce ase = .

Napisme, co plati pro soucty prvkia na diagonélach a pro prostiedni sloupec. Plati

a1 +r+azz = S,
a13 +x + as1
a2 +x+asz =

S,
S.
Sectenim téchto t¥i rovnic dostavame

a1 + a1z + a3 + 3z + azy + azz + azz = 35,
kde vidime také soucty prvkd prvniho a tretiho rddku. Tedy

S+3x+4+ 5 =385,

odkud jasné vidime, Ze pro prvek x uprostfed daného magického ¢tverce plati x =

w0l



5. Matematickou indukci dokazte, ze pro vSechna pfirozena ¢isla n = 1,2,... existuje n-ciferné ¢islo, jehoz
vSechny cifry jsou liché a jez je délitelné 5™.

Reseni piikladu 5:

Abychom si uvédomili jak vést dikaz, je uziteéné si nékolik prvnich éisel, kterd pozadavek spliuji, ukazat
konkrétné. Prvnich pét z nich je vypsano v nasledujici tabulce.

n 5™ | Hledané n-ciferné ¢islo
1 5 5
2 25 75
3 125 375
4 625 9375
5 | 3125 59375

Podle této tabulky vyslovime domnénku, Zze hledané n-ciferné ¢islo ma vzdy vSechny cifry na pozici jedno-
tek, desitek, ... stejné jako ¢islo pfedchozi, jen je pred néj prediazena néjaké licha cislice. Tohoto poznatku
vyuzijeme pfi dikazu.
Nejprve vSak zavedme jednodussi zapis pro n-ciferné éislo N(n) = a; +ag-10+az - 10> +--- +a,, - 1071
ve tvaru N(n) = [an ap-1...a3 a2 a1).
Nyni ptistupme k samotnému diikazu matematickou indukci.

1. Dokazeme platnost tvrzeni pro nejmensi pripustné n:

Pro n = 1 je hledanym éislem &islo 5, které je skutecné délitelné 5'.
2. Vyslovime indukéni predpoklad pro n = k:

Piedpokladejme, ze k-ciferné ¢islo N(k) = [ag ag—1...a3a2a1], kde ay,...,a; jsou lichd &isla, je
délitelné 5*. Tedy ze plati

N(k) = lag ag—1...a3 a2 a1] =5%.¢,kde c € N.

3. Dokazeme platnost tvrzeni pro n =k + 1:
Dokéazeme, Ze mezi &isly, kterd maji k + 1 cifer, existuje takové, které je délitelné 551 a jehoz cifry
jsou liché. Z pocatecni ivahy vime, Ze (k + 1)-ciferné ¢islo m4 tvar

N(k+1) = a1+as-104a;3-10%+- - ~+ak010k*1+ak+1~10k = [ag+1ak Qg—1 - ..azaza1], kde agy1 je liché.

Takovych ¢isel je pét. Jsou to

Ni(k+1)=[lag...azagai]=1-10" + N(k) = 1- 10* 4 5 . c=5%(1 - 2% + ¢),
Ny(k+1) = [3ag...azaza:]=3-10F + N(k) = 3-10" + 55 . c=5%(3. 2" + ¢),
Ns(k+1) = [5a...azaza1]=5-10" + N(k) = 5- 10F + 5 . c=5%(5 - 2% + ¢),
Ny(k+1) = [Tag...azaza1]=7-10" + N(k) = 7- 10F + 5% . c=5%(7- 2% + ¢),
No(k+1) =[9ay...azaza]=9-10" + N(k) = 9-10F + 5% . c= 5%(9 . 2" 4 ¢).

Musime tedy ukazat, ze nékteré z ¢isel N1(k+1), N3(k+1), Ns(k+1), N7(k+1), Ng(k+1) je délitelné
¢islem 551, Tedy sta¢i dokézat, ze nékteré z &isel (1-2% +¢), (3-2¥ +¢), (5-2F +¢), (7-2F +¢)
a (9-2% + ¢) je délitelné ¢islem 5. Uvedena &isla maji rozdilné zbytky po déleni éislem 5 (staéi si
uvédomit, Ze rozdil kazdych dvou z nich neni délitelny péti). Znamen4 to, Ze pravé jedno z uvedenych
Cisel je délitelné péti.

Dokézali jsme, Zze pokud existuje n-ciferné ¢islo délitelné 5™, pak existuje (n + 1)-ciferné ¢islo délitelné
571, Vzhledem k tomu, Ze vime, 7e pro n = 1 takové ¢islo existuje, tak jsme dokézali celé tvrzeni.



6. Karel ma kouzelnou fixu a kouzelnou truhlu, kterd ma vSechny hrany Cervené, coz znamen4, Ze je zamcena.
Truhla ma tvar pravidelného Sestibokého hranolu. Kouzlo fixy spociva v tomto: Pokud s ni Karel prejede
po hrané truhly, tak se hrana piebarvi podle nasledujiciho schématu. Cervena hrana se zméni na zelenou,
zelena na zlutou a zluta se zméni na cervenou. Pokud se Karlovi podaii pfebarvit vSechny hrany truhly
z Cervené na zelenou, aniz by fixa opustila hranu truhly, pak se truhla odemkne. Je mozné truhlu timto
zpusobem odemknout? Zduvodnéte.

Reseni piikladu 6:
Ano, zamcenou kouzelnou truhlu s ¢ervenymi hranami je mozné kouzelnou fixou otevfit, tj. prebarvit
vSechny hrany na zeleno bez zvednuti fixy z hrany truhly. Karel si uvédomil:
e Fixou se muze presouvat z jednoho vrcholu do libovolného sousedniho vrcholu, aniz by zménil barvu
hrany. Sta¢i pfejet po hrané t¥ikrat (tam, zpatky, tam).
e Fixou muze prebarvit libovolnou ¢ervenou hranu na zelenou, a pfitom skoncit ve stejném vrcholu, ve

kterém zacal. Sta¢i pouze po hrané prejet ¢tyfikrat (tam, zpatky, tam, zpatky).

Z toho tedy plyne, ze fixou miizeme cestovat po hranach bez néjakého konkrétniho planu. Staci si pokazdé
jen uvédomit, zda chceme nésledujici hranu pfebarvit z cervené na zelenou, nebo zachovat jiz zelenou
barvu a jen se po hrané piesunout do dalsiho vrcholu.

7. Uvazujme vechny pravohlé trojuhelniky s pfeponami kolmymi k ose z a s vrcholy na parabole y? = 2pz,
kde p > 0. Dokazte, Ze vyska na pfeponu je u vSech téchto trojihelnik shodné. (Vyskou zde rozumime
vzdalenost mezi vrcholem a patou kolmice, kterd timto vrcholem prochézi.)

Reseni piikladu 7:

Obrézek 7: Parabola

Uvazujme situaci na¢rtnutou na Obrazku 7. Ozna¢me bod, ve kterém prepona AB pravothlého trojahel-
nika ABC protina osu paraboly jako bod S|a,0]. Poznamenejme, Ze osa paraboly je totozna s osou z.

Prepona AB lezi na pfimce dané rovnici
x=a, kdea>2p. (13)
Spoétéme prinik prepony AB s parabolou, tj. dosadime rovnici (13) do rovnice paraboly y? = 2px, tedy
y* = 2pa,

odkud
Yy = £+/2pa.

Vrcholy A a B maji tedy soufadnice [a,/2pa] a [a, —/2pa].



MnoZina v8ech vrcholt pravych thla sestrojenych nad pfeponou AB bude Thaletova kruZnice k se stie-
dem Sfa, 0] a polomérem r. Rovnice kruznice k je tedy

k: (x—a)?+y* =1 (14)

Pro polomér r = |SA| kruznice k tedy plati

r = /2pa. (15)

Dosazenim rovnice (15) a rovnice paraboly y? = 2px do rovnice (14) dostavame

(x —a)?® + 2pz = 2pa.

Jde o kvadratickou rovnici, kterd mé po tpraveé tvar

22 + x(2p — 2a) + a® — 2pa = 0. (16)

Diskriminant kvadratické rovnice (16) je roven

D = 4(p — a)* — 4(a® — 2pa) = 4p°.

Vidime, ze diskriminant je vzdy kladny, rovnice (16) ma tedy dva redlné kofeny, jimiZz jsou z; = a
a ro = a—2p. Prvni z kofenti odpovida z-ovym soufadnicim bodu A, B piepony, druhy kofen je pak z-ova
soufadnice vcholu C, u kterého je pravy thel.

Nyni ndm zbyva uréit vztah pro uréeni vysky v pravoihlého trojihelniku ABC| ktery splituje pozadované
vlastnosti.

Vyska v, kterou hledame, je vzdalenost bodu C od pfepony. Vzhledem k situaci staci zjistit rozdil z-ovych
soutadnic jejich krajnich bodi, tedy

v=a-—(a—2p)=2p.

Hledana vyska v zavisi pouze na parametru p paraboly, a proto bude stejna pro vSechny pravouhlé trojua-
hleniky s preponou kolmou k ose pevné dané paraboly a s vrcholy na této parabole.

. Urcete pravdépodobnost, ze dvé ndhodné vybrana prirozeni ¢isla jsou nesoudélna. Predpokladejme pritom,

7 w7

ze pravdépodobnost, ze vybereme sudé ¢islo je % Pravdépodobnost staci zapsat ve formé vzorce.
Reseni piikladu 8:

Dvé prirozena d¢isla jsou nesoudélnd, jestlize jejich nejvétsi spoleény délitel je ¢islo 1. Zékladni véta arit-
metiky nam 1iké, Ze kazdé piirozené ¢islo vétsi nez 1 lze jednoznac¢né rozlozit na soucin prvocisel. Odtud
plyne, ze dvé prirozend cisla jsou nesoudélnd pravé tehdy, kdyz obé zaroven nejsou délitelnd zadnym
stejnym prvocislem.

Pravdépodobnost, Ze libovolné prirozené Cislo je délitelné prvocislem p je % (napt. kazdé pété prirozené
¢islo je délitelné ¢islem 5). Odtud plyne, Ze pravdépodobnost, Ze dvé ndhodné vybrand pfirozend ¢isla

jsou obé délitelna timto prvoéislem, je . Pravdépodobnost, Ze alespoii jedno ze dvou piirozenych ¢isel
P

neni délitelné prvocislem p je tedy 1 — 1:% (jedné se o pravdépodobnost opa¢ného jevu). Nyni je dilezité si
uvédomit, ze délitelnost rliznymi prvocisly tvori nezavislé jevy. Proto lze pravdépodobnost, ze dvé ndhodné
vybrand prirozena ¢isla jsou nesoudélnd, zapsat jako soucin jednotlivych pravdépodobnosti pro vSechna
mozn4 prvocisla:

H <1 = 12> , P je mnozina vSech prvocisel.

peEP p



Tento vyraz lze déle upravit za pouziti tzv. Riemannovy zeta funkce ((s), ktera je definovand jako: ((s) =
o0

> E=1I # Hledanou pravdépodobnost je tedy moZné vyjadiit nasledovné:
n=1 pEP

-1

H<1p12>_H(1—1p—2>1_ H# :%2):%%61%.

peP pEP peP

. Jeden délnik vykope jamu za jednu hodinu. Dva stejné zdatni délnici by ji tedy teoreticky vykopali za pul
hodiny, ovSem jama je natolik mala, Ze si navzajem zavazi. Uvazujme tedy, ze prichodem druhého délnika
se efektivita prvniho délnika snizi na polovinu. Tteti délnik snizi efektivitu obéma predchozim délniktim
opét na polovinu a tak déle. P¥ichodem kazdého dalsiho délnika se efektivita vSech pfedchozich snizi na
polovinu oproti stavu, ktery je pfed prichodem tohoho délnika.

RAdi bychom méli jdmu vykopanou co nejdfive, proto si pozveme nekonecné mnoho délniki. Za jak dlouho
téchto nekoneéné mnoho délnikt jamu vykope?

Reseni piikladu 9:

Efektivita ,posledniho“ z nekonecéné mnoha délnikt je 1. Délnik pfed nim ma efektivitu % Dalsi pted
nim % . % = (%)2 A tak dale. Zfejmé dostaneme fadu 1, %, (%)2 , (%)3 Yo f‘ejii ¢leny vyjadiuji efektivitu
jednotlivych kopact. Jde o nekonec¢nou geometrickou fadu, kde a,, = (%)n_ a kvocient ¢ = % Tedy plati,

Ze |g| < 1. Pro soucet nekonecné fady plati, Ze je roven

n—1
lim s,, kde s, = alq
n—oo q—l

Vypocteme tedy pozadovanou limitu

n_q 1\ _q 1\
lim a3 L—— = lim 1-(21)7 = lim |- (> +2) =2
n— o0 q—]_ n— o0 E_]' n— o0 2

Efektivita nekoneé¢né mnoha délnika je celkové rovna 2.

Vime, ze pro délnika s efektivitou 1 je vykopani jamy prace na 60 minut. Pro nekoneéné mnoho délnika
s celkovou efektivitou 2 to bude prace na x minut.

K vypoctu ¢asu pouzijeme nepfimou tmérnost, protoze plati, ze ¢im vétsi efektivita vykonu, tim kratsi
¢as na vykop potfebujeme.

! efektivita 1 ... 60 minut ,
efektivita 2 ... 2 minut
1 _
2 ~ 60
x = 30

Nekonec¢né mnoho délniki by jdmu vykopalo za 30 minut.
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10. Naértnéte graf funkce y = elsn@],
Pozndmka: e je zdklad pfirozeného logaritmu. y = |x| je funkce ,dolni celd édst éisla x %, kterd kazdému
redlnému ¢islu pritazuje nejuétsi celé éislo, které je mensi nebo rovno &islu x. Graf funkce y = || je na

Obrazku 8.

Yy
31 +—o
2+-——— #—4‘9
+—- # |
_3_9_11 |
——————
BEREEEERE
} T—o_l
— 1-2
—0 +—3

Obrazek 8: Graf funkce y = |z

Reseni piikladu 10:
Staéi si uvédomit, jakych hodnot nabyva funkce |sinz]. Plati
1 prox=(2k+1)5,kecZ,
pro z € ((2k + 1), (2k + 2)7) ,k € Z,
0 jinak.

Potom el* %] nabyvé hodnot
prox = (2k+1)3,k € Z,

e
ebinel = & 1 prox € ((2k + ), (2k + 2)7) , k € Z,
1 jinak
a graf je na Obrazku 9.
Y
1
’ ef 9
| |
| |
| |
o—?—o 1 0—?—0
| 1 |
. | ; . Te | ; . ;
27 _3m —m _m s T 3r 277
2 2 2

Obrazek 9: Graf funkce y = elsin®!
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