Mathrace Sada 1

odevzdavejte do 17.00

. Zameénte devét pismen deviti ¢islicemi 1,2, ...,9, aby platilo:
M A T H
R A C E

Z A C A L

Jako Teseni zadejte posledni Fadek (tj. ¢islo ZACAL). Je mozné zadat libovolné ze spravnych feseni.

. Nechf je ddna posloupnost kruhti o obsazich S, Ss, ..., S2010. Soucet viech téchto obsahti je 20117
a pro obsahy plati S,11 = 51 + S,. Uréete prumér kruhu s obsahem Siggs.

. Méjme zévodniky s ¢isly 1 az n, n € {2,...,100}. Ti se utkaji na n soutézich. Pro jakd n muze
platit, Zze zdvodnik 1 vétsinou dobéhne pied zavodnikem 2, zdvodnik 2 vétsinou pied zavodnikem
3, ..., zdvodnik n — 1 pred zavodnikem n a zavodnik n pred zavodnikem 17 Udejte soucet vSech

vyhovujicich n.

. Na obrézku vidite Sachovnici, na niz je vyznaceno postaveni 16 péscu. Mate pouzit jednoho koné a
postavit ho tak, aby nejmensim poc¢tem tahtu sebral vSechny figurky. Jaky nejmensi pocet tahu je k
tomu potieba?

. Necht M C {1,2,...,37} je mnozina takovd, Ze soucet zadnych dvou (ne nutné riznych) prvka M
nelezi v M. Urcete nejvétsi mozny pocet prvkiu mnoziny M.

. Devét ucastniki turnaje ve stielbé na bézici ter¢ se rozhodlo usporddat toto klani nésledujicim
zpusobem: V kazdém kole se z doposud neporazenych stielct uréi losem dvojice, ktera se spolu utka
v dalsim kole. Vitéz posledniho (osmého) stfetnuti se stdvd vitézem celého turnaje. Zjistéte pocet
vSech moznych prubéhu této soutéze.

. Necht a,b,c jsou pfirozend ¢isla takova, ze 3a = 3, 5a = b? a neexistuje sestd mocnina prvoéisla,
kterd by délila a. Najdéte nejvétsi moznou hodnotu a.

. Newyorsky taxikai jede z bodu A(1,1) do bodu B(4,7). V bodech C(2,5) a D(3,4) jsou dopravn{
kontroly. Jaké je pravdépodobnost, Ze se kontroldm vyhne, pokud v kazdém kroku z kiizovatky (a, b),
kde a < 4, b < 7 s pravdépodobnosti 1/2 zamiii na (a + 1,b) a s pravdépodobnosti 1/2 na (a,b+ 1)
a z ostatnich kfizovatek miii pfimo k B. Vysledek zadejte jako zlomek v zdkladnim tvaru pomoci
lomitka, napt. 72/7”.
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11.

12.
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Ze skupiny Sesti student — Alice, Brano, Cecilie, Dan, Eva a Fero — je potfeba vytvorit soutézni tym
o dvou az Sesti ¢lenech. Alice muze jit jen pokud pujde Brano. Pokud pujde Cecilie, nepujdou Dan
ani Eva. Pokud pujde Fero, Alice nepujde. Kolika zptsoby lze tym sestavit tak, aby byly splnény
vSechny podminky?

Je ddno 2010 bodu Ay, As, ..., Asg1g v roving, z nichz zadné tii nelezi v piimce. Kazda piimka, kterd
neprochdzi zddnym z danych bodu, uréuje rozklad danych bodu na dvé disjunktni podmnoziny. Kolik
ruznych rozkladi 1ze takto dostat?

Najdéte celociselné dvojice (z,y) splaujici
1 1

L+ 1 1 + 1 1 2
<1+1+%+z%+"'+(1+%+Ii2+"')2+“.>

1+ 1+%+w%+._. + (1+%+ﬁ+“')2 “+ .-
Vysledek zapiste jako soucet nejmensiho mozného x a nejvétsiho mozného y.

Najdéte minimaln{ hodnotu vyrazu va2 + 4+/(b — a)2 + 9++/(c — b)2 + 4++/(c — 4)2 + (5 — d)%+
Vd? +1, kde a, b, c,d jsou redlns cisla.

Ctverec K LM N se nachézi uvniti étverce ABC D, stFedy obou étvercit jsou totozné. Ctverec KLMN
je otocen tak, ze prodlouzeni jeho stran prochézi véemi vrcholy ABCD. Ctverec ABCD je témito

prodlouzenymi stranami rozdélen na 5 te¢novych ¢tyfthelniku (jednim z nich je KLMN) a étyfi
trojuhelniky. Urcete délku strany K LM N, je-li strana ABCD rovna 1.

Meéjme nasledujici tvrzeni o ptirozenych ¢islech n, z, y.

A: n|z? + 92

oY

n|xry

Q

n je prvocislo
n =42

<

E: n|z nebo nly

Uvazme nyni tvrzeni ANB,ANC,AND,BANC,BAD,CAND,BNCAND,ANCAND,ANBAD,AN
B A C. Nékters z nich implikuji E, jind ne. Uved'te fetézec nul a jedni¢ek indikujicich, zda dané
slozené tvrzeni implikuje E. Pokud napft. myslite, ze prvni tii jsou dobfe a ostatni Spatné, zadejte
711100000007 .

Kolik je trojuhelnikt s celoc¢iselnymi délkami a obvodem 28, pokud podobné trojuhelniky pocitdme
pouze jednou?
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Mathrace Sada 2

odevzdavejte do 18.00

Kolika zpusoby lze obarvit vrcholy krychle ABCDEFG H ¢erné a bile tak, aby kazdé rovina prochazejici

tfemi vrcholy obsahovala vrcholy obou barev?

Matéje, Libénku, Henryho a Bublu napadlo zahrat si bezva hru. Hraci si stoupnou do kruhu a do
klobouku se umisti dva listecky, jeden s napisem ”vyhral jsi”, druhy s ndpisem ”posli dal”. Za¢ina
Henry. Pokud si vytahne prvni listecek, vyhral. V opactném piipadé posila klobouk hraci po své levé
ruce. Stejné hraji i ostatni. Jaké jsou pravdépodobnosti vyhry jednotlivych hracu? Zadejte soucin
téchto pravdépodobnosti jako zlomek v zdkladnim tvaru pomoci lomitka, napi. ”2/7”.

Kolik je péticifernych ¢isel sestavenych z cifer {1,2,3,4,5} takovych, ze jsou v nich prévé 3 ruzné
Cislice?

MMMM5 _ MM5 _
NNNp . T O = N5 = O

Nahrad'te pismena &fslicemi, aby platilo nésledujici zjednoduseni:
Zadejte ¢islo 10 - N + M.

Nad prumeérem AB, |AB| = % je sestrojena pulkruznice p se stiedem O. Body C, D déli stranu AB
tak, ze |AC| = |BD| < 1|AB|. Nad tse¢kami AC, CD, DB jsou sestrojeny piilkruznice a to tak, ze
kruznice nad pruméry AC a BD lezi vzhledem k AB ve stejné poloroviné jako p, zbyla pulkruznice
v poloroviné opacné. Vsechny ¢tyfi pulkruznice vymezuji ¢ast roviny o obsahu S;.

Déle je déana kruznice nad prumérem E'F, kde F a F jsou pruseciky dvou z vyse uvedenych pulkruznic
s osou usecky AB. Jeji obsah je Ss5. Urcete hodnotu rozdilu S; — Ss.

Kolik ruznych tahu muze na prdzdné Sachovnici udélat jezdec? (Tah je dvojice vychozi pozice —
cilové pozice). Jezdec muze zaéinat na libovolném neobsazeném poli Sachovnice.

1

Bud z redlné &islo takové, ze o — lgx = 2. Vypocitejte, cemu se rovna ﬁ +tgx.

Najdéte viechna piirozend ¢fsla z, pro ktera plati, ze x = y?, kde y = [{w € Nyw|z}| (tedy y je
pocet piirozenych délitelu éisla x). Zadejte soucet vSech vyhovujicich x.

Zjistéte, kolik celo¢iselnych feseni ma rovnice

2010 2010/ T + 1 2010/ M + 2010
T —— | = 2011.
I \/ﬁJJr{ \/ 2J+ +{ SorT

Zadejte poslednich 5 cifer ¢isla. Pozn.: Vyraz |« znaci celou ¢ast ¢isla x, tj. nejvétsi celé ¢islo, které
neni vétsi nez ¢islo x.

Nouma s Koumou narysovali velkou kruznici. Do ni vepsali a-tihelnik, do néj kruznici, do ni b-tihelnik,
do néj kruznici, do ni c-tthelnik a do néj kruznici. Protoze to byla skvéla zabava, opakovali to celé
jesté tiikrat, kruznice vznikld poslednim tahem méla 1024-krat mensi polomér, nez zadané. Kolik je
a+b+c?

Uvazme mnozinu 242 piirozenych éisel. Vezméme jejich rozdily po dvou a ty mezi sebou vynasobme.
Jakou nejvyssi mocninou dvojky bude tento soucin délitelny v nejméné pfiznivém piipadé? Zajima
nas poslednich 5 cifer vysledku.

Meéjme posloupnost danou vztahy a1 = 1, as, = ap + 1, a4, = @341 + @ — 1, a2y, = a,. Urcete
(999999999 -

Necht b, je posledn{ cifra éfsla 1 + 22 4 33 + ... + n™ . Posloupnost b,, je periodicka. Jaka je jeji
nejkratsi perioda?



29. Pravidelny 1024-dhelnik o strané 1 byl rozfezdn na rovnobézniky. Urcete soucet obsahi vsech
obdélniku v takovémto roziezani.

30. Uvazujme obdélnikovy pas 2 X n a ozna¢me P,, pocet vSech takovych obarveni nékterych jeho poli,
ze zadny ¢tverec 2 X 2 v ném nebude cely obarven. Najdéte nejvétsi mocninu trojky, ktera déli ¢islo
Psp19. Jako odpovéd zadejte exponent.
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Necht p, q,7 jsou cel4 &isla majici pravé dva délitele v oboru pfirozenych &fsel (ale sama mohou byt
zdpornd). Kolik feseni pak m4 rovnice p_(ll_r = % + %?

Cemu se rovng 84, jestlize 8.8 = 547 Tato otdzka nenf nesmysln4, protoze 54 neni napséano v desitkové
soustavé. Takto polozenou otézku lze interpretovat dvéma zpusoby, obé odpovédi se povazuji za
spravné.

Najdéte vsechny trojice p, g, redlnych ¢isel splinujici

log pgr = —2

—~
—_
~—

logplogglogr =2

—
[N}
= =

logplogq + logplogr +logrlogg = —1 (3
(Funkce log je logaritmus o zdkladu 10.) Vysledek zadejte jako soucet p, g, 7.

Méjme ¢tverec ABCD o strané 1. Body E, F' uvniti ¢tverce minimalizuji soucet 4|AE| + 3|DE| +
4|BF| + 3|CF| + 5|EF|. Urcete vzdalenost |EF|.

Krychli o hrané 1 rozvineme do roviny a zkonstruujeme nejmensf kruznici, kterd vzniklou sit obsa-
huje. Jaky nejvétsi polomér muze takova kruznice mit?

Je dan pravidelny dvandctithelnik A;AsAs ... Ajs vepsany kruznici s polomérem 10. Vypoctéte
obsah lichobézniku A1 A2A4A5.

Vsiml jsem si, Ze mé hodinky ve dne (0,5 dne) predbihaji spravny ¢as o pul minuty, v noci (0,5
dne) se zase zpozduji o % minuty. Réno 1. kvétna ukazovaly spravny cas. Kolikdtého kvétna ptujdou
napied o 5 minut?

Cislo X je vétsi nez 100 a jeho cifry tvoii geometrickou posloupnost s kvocientem ¢ € R*, ¢ # 1.
Urcete soucet vsech moznych hodnot éisla X.

Matej, Mirek, Zdenék, Petr, Vlado a Zbynék se obcas potkavaji ve skole. Matej chodi do skoly kazdy
druhy den, Mirek kazdy treti, Vlado kazdy ¢tvrty, Zdenék kazdy paty, Zbynék kazdy Sesty a Petr
kazdy sedmy. Protoze jsou to svédomiti studenti, chodi do skoly i o svatcich a prazdnindch. V roce
2010 se jednoho dne potkali. Ktery den to bylo, pokud vite, ze Zdenék byl ve skole 12.1.2010, Petr
13.2.2010, Zbynék 14.3.2010 a Vlado 13.4.2010. Zadejte soucet dne a mésice.

Henry, Libénka a Matéj hréli hru zvanou Magické trojka. Kazdy hra¢ mél 3 hromadky minci: koruny,
dvoukoruny a pétikoruny. Na zacatku byly hromadky prazdné. V kazdém tahu musel hra¢ ptidat
pravé jednu z kombinaci minci:

a) Jednu 1 K¢, pét 2 K¢ a ctyii 5 Ké

b) Tii 1 Ké, jednu 2 K¢ a dvé 5 Ké

c¢) Cyii 1 Kg, tii 2 Ké a jednu 5 Ké
Vyhrél ten, kdo své hromadky doplnil nejdiive tak, aby pocet minci na kazdé z nich byla tieti
mocnina stejného prirozeného ¢isla k. Protoze vsichni hraji optimalné, ten, kdo zac¢ing, vyhraje. Po

kolika nejméné kolech to muze nastat? (Kolo je tvofeno tfemi tahy, kazdy hrd¢ v ném tédhne préve
jednou.)

Kolika zpusoby muzu vybrat 3 rizné ¢islice (z mnoziny {0, 1,..,9}) tak, abych zddné dvé nebyly po
sobé jdouci?



42. Jaké jsou moznosti pro nejvétsi thel v trojuhelniku, ktery lze roziezat na 5 trojuhelniki, které jsou
viechny podobné piivodnimu? Vysledek uved'te jako souéet viech moznych Feseni.

43. Libénka se docetla, ze v roce 2012 bude uz zase konec svéta, a to hned nékolikrat. Vsechna data
vsak meéla spolecné to, Ze trojndsobek souctu vsech cifer v celém datu (tj. napt pro 24.11.2010
24+4+14142+0+1+0=11) byl roven sou¢tu dne a mésice. Jakd data to byla? Z kazdého data vezméte
pouze den a tyto dny sectéte.

44. V péti domech péti ruznych barev zije pét lidi péti ruznych nérodnosti, kazdy ma jiné auto, jiny
oblibeny sport a chova jiné zvite. Vite, ze

Hokejista bydli hned napravo od hréace rugby.

Volkswagen parkuje pied prvnim domem.

Svycar Zije hned nalevo od éerného domu.

Chovatel psu hraje lakros.

Mezi domem, u né&jz parkuje Ford, a zlutym domem je prédvé jeden dum.
Paty dum je sedy.

Mezi domem se psy a zlutym domem jsou dva domy.

Zelvy 7iji hned vedle éerného domu.

Mezi domem hréce lakrosu a zelenym domem je pravé jeden dum.
Ir zije v domeé ¢.2.

Kocky ziji hned vedle domu se Seatem.

Rek zije nalevo od fidice BMW.

Mezi chovatelem motylu a hriac¢em rugby jsou dva domy.

Mezi tidi¢i Porsche a Volkswagenu je jeden dum.

Ir hraje rugby.

Svéd ifdi BMW.

Fotbalista chova zelvy.

Jako feseni zadejte prvni pismena znacek aut od prvniho k patému domu.

45. Trojihelnik ABC mé délky stran a = 49, b = 61, ¢ je celé ¢islo. Najdéte hodnotu ¢ tak, aby byl
ABC podobny trojihelniku, jehoz strany ve vhodném poradi maji délky t,, tp, t., coz jsou délky
téznic trojihelniku ABC.



