
1. Zaměňte devět ṕısmen dev́ıti č́ıslicemi 1, 2, . . . , 9, aby platilo:

M A T H
R A C E

Z A C A L

Jako řešeńı zadejte posledńı řádek (tj. č́ıslo ZACAL). Je možné zadat libovolné ze správných řešeńı.

2. Necht’ je dána posloupnost kruh̊u o obsaźıch S1, S2, . . . , S2010. Součet všech těchto obsah̊u je 2011π
a pro obsahy plat́ı Sn+1 = S1 + Sn. Určete pr̊uměr kruhu s obsahem S1005.

3. Mějme závodńıky s č́ısly 1 až n, n ∈ {2, . . . , 100}. Ti se utkaj́ı na n soutěž́ıch. Pro jaká n může
platit, že závodńık 1 většinou doběhne před závodńıkem 2, závodńık 2 většinou před závodńıkem
3, ..., závodńık n − 1 před závodńıkem n a závodńık n před závodńıkem 1? Udejte součet všech
vyhovuj́ıćıch n.

4. Na obrázku vid́ıte šachovnici, na ńıž je vyznačeno postaveńı 16 pěšc̊u. Máte použ́ıt jednoho koně a
postavit ho tak, aby nejmenš́ım počtem tah̊u sebral všechny figurky. Jaký nejmenš́ı počet tah̊u je k
tomu potřeba?

5. Necht’ M ⊆ {1, 2, . . . , 37} je množina taková, že součet žádných dvou (ne nutně r̊uzných) prvk̊u M
nelež́ı v M . Určete největš́ı možný počet prvk̊u množiny M .

6. Devět účastńık̊u turnaje ve střelbě na běž́ıćı terč se rozhodlo uspořádat toto kláńı následuj́ıćım
zp̊usobem: V každém kole se z doposud neporažených střelc̊u urč́ı losem dvojice, která se spolu utká
v daľśım kole. Vı́těz posledńıho (osmého) střetnut́ı se stává v́ıtězem celého turnaje. Zjistěte počet
všech možných pr̊uběh̊u této soutěže.

7. Necht’ a, b, c jsou přirozená č́ısla taková, že 3a = c3, 5a = b2 a neexistuje šestá mocnina prvoč́ısla,
která by dělila a. Najděte největš́ı možnou hodnotu a.

8. Newyorský taxikář jede z bodu A(1, 1) do bodu B(4, 7). V bodech C(2, 5) a D(3, 4) jsou dopravńı
kontroly. Jaká je pravděpodobnost, že se kontrolám vyhne, pokud v každém kroku z křižovatky (a, b),
kde a < 4, b < 7 s pravděpodobnost́ı 1/2 zamı́̌ŕı na (a+ 1, b) a s pravděpodobnost́ı 1/2 na (a, b+ 1)
a z ostatńıch křižovatek mı́̌ŕı př́ımo k B. Výsledek zadejte jako zlomek v základńım tvaru pomoćı
lomı́tka, např. ”2/7”.
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9. Ze skupiny šesti student̊u – Alice, Braňo, Cećılie, Dan, Eva a Fero – je potřeba vytvořit soutěžńı tým
o dvou až šesti členech. Alice může j́ıt jen pokud p̊ujde Braňo. Pokud p̊ujde Cećılie, nep̊ujdou Dan
ani Eva. Pokud p̊ujde Fero, Alice nep̊ujde. Kolika zp̊usoby lze tým sestavit tak, aby byly splněny
všechny podmı́nky?

10. Je dáno 2010 bod̊u A1, A2, . . . , A2010 v rovině, z nichž žádné tři nelež́ı v př́ımce. Každá př́ımka, která
neprocháźı žádným z daných bod̊u, určuje rozklad daných bod̊u na dvě disjunktńı podmnožiny. Kolik
r̊uzných rozklad̊u lze takto dostat?

11. Najděte celoč́ıselné dvojice (x, y) splňuj́ıćı

1 +
1

1 + 1
1+ 1

x+ 1
x2 +··· + 1

(1+ 1
x+ 1

x2 +··· )2 + · · ·
+

1(
1 + 1

1+ 1
x+ 1

x2 +··· + 1
(1+ 1

x+ 1
x2 +··· )2 + · · ·

)2 + · · · = y

Výsledek zapǐste jako součet nejmenš́ıho možného x a největš́ıho možného y.

12. Najděte minimálńı hodnotu výrazu
√
a2 + 4+

√
(b− a)2 + 9+

√
(c− b)2 + 4+

√
(c− 4)2 + (5− d)2+√

d2 + 1, kde a, b, c, d jsou reálná č́ısla.

13. ČtverecKLMN se nacháźı uvnitř čtverce ABCD, středy obou čtverc̊u jsou totožné. ČtverecKLMN
je otočen tak, že prodloužeńı jeho stran procháźı všemi vrcholy ABCD. Čtverec ABCD je těmito
prodlouženými stranami rozdělen na 5 tečnových čtyřúhelńık̊u (jedńım z nich je KLMN) a čtyři
trojúhelńıky. Určete délku strany KLMN , je-li strana ABCD rovna 1.

14. Mějme následuj́ıćı tvrzeńı o přirozených č́ıslech n, x, y.

A: n|x2 + y2

B: n|xy
C: n je prvoč́ıslo

D: n = 42

E: n|x nebo n|y

Uvažme nyńı tvrzeńı A∧B,A∧C,A∧D,B ∧C,B ∧D,C ∧D,B ∧C ∧D,A∧C ∧D,A∧B ∧D,A∧
B ∧ C. Některá z nich implikuj́ı E, jiná ne. Uved’te řetězec nul a jedniček indikuj́ıćıch, zda dané
složené tvrzeńı implikuje E. Pokud např. mysĺıte, že prvńı tři jsou dobře a ostatńı špatně, zadejte
”1110000000”.

15. Kolik je trojúhelńık̊u s celoč́ıselnými délkami a obvodem 28, pokud podobné trojúhelńıky poč́ıtáme
pouze jednou?
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16. Kolika zp̊usoby lze obarvit vrcholy krychleABCDEFGH černě a b́ıle tak, aby každá rovina procházej́ıćı
třemi vrcholy obsahovala vrcholy obou barev?

17. Matěje, Liběnku, Henryho a Bublu napadlo zahrát si bezva hru. Hráči si stoupnou do kruhu a do
klobouku se umı́st́ı dva ĺıstečky, jeden s nápisem ”vyhrál jsi”, druhý s nápisem ”pošli dál”. Zač́ıná
Henry. Pokud si vytáhne prvńı ĺısteček, vyhrál. V opačném př́ıpadě pośılá klobouk hráči po své levé
ruce. Stejně hraj́ı i ostatńı. Jaké jsou pravděpodobnosti výhry jednotlivých hráč̊u? Zadejte součin
těchto pravděpodobnost́ı jako zlomek v základńım tvaru pomoćı lomı́tka, např. ”2/7”.

18. Kolik je pěticiferných č́ısel sestavených z cifer {1, 2, 3, 4, 5} takových, že jsou v nich právě 3 r̊uzné
č́ıslice?

19. Nahrad’te ṕısmena č́ıslicemi, aby platilo následuj́ıćı zjednodušeńı: MMMM5
NNN5 = 5 ⇒ MM5

N5 = 5.
Zadejte č́ıslo 10 ·N +M .

20. Nad pr̊uměrem AB, |AB| = 3√
π

je sestrojena p̊ulkružnice p se středem O. Body C,D děĺı stranu AB

tak, že |AC| = |BD| < 1
2 |AB|. Nad úsečkami AC, CD, DB jsou sestrojeny p̊ulkružnice a to tak, že

kr̊užnice nad pr̊uměry AC a BD lež́ı vzhledem k AB ve stejné polorovině jako p, zbylá p̊ulkružnice
v polorovině opačné. Všechny čtyři p̊ulkružnice vymezuj́ı část roviny o obsahu S1.

Dále je dána kružnice nad pr̊uměrem EF , kde E a F jsou pr̊useč́ıky dvou z výše uvedených p̊ulkružnic
s osou úsečky AB. Jej́ı obsah je S2. Určete hodnotu rozd́ılu S1 − S2.

21. Kolik r̊uzných tah̊u může na prázdné šachovnici udělat jezdec? (Tah je dvojice výchoźı pozice –
ćılová pozice). Jezdec může zač́ınat na libovolném neobsazeném poli šachovnice.

22. Bud’ x reálné č́ıslo takové, že 1
cos x − tg x = 2. Vypoč́ıtejte, čemu se rovná 1

cos x + tg x.

23. Najděte všechna přirozená č́ısla x, pro která plat́ı, že x = y2, kde y = |{w ∈ N;w|x}| (tedy y je
počet přirozených dělitel̊u č́ısla x). Zadejte součet všech vyhovuj́ıćıch x.

24. Zjistěte, kolik celoč́ıselných řešeńı má rovnice

⌊
2010
√
n
⌋

+

⌊
2010

√
n+ 1

2

⌋
+ · · ·+

⌊
2010

√
n+ 2010

2011

⌋
= 2011.

Zadejte posledńıch 5 cifer č́ısla. Pozn.: Výraz bxc znač́ı celou část č́ısla x, tj. největš́ı celé č́ıslo, které
neńı větš́ı než č́ıslo x.

25. Ňouma s Koumou narýsovali velkou kružnici. Do ńı vepsali a-úhelńık, do něj kružnici, do ńı b-úhelńık,
do něj kružnici, do ńı c-úhelńık a do něj kružnici. Protože to byla skvělá zábava, opakovali to celé
ještě třikrát, kružnice vzniklá posledńım tahem měla 1024-krát menš́ı poloměr, než zadaná. Kolik je
a+ b+ c?

26. Uvažme množinu 242 přirozených č́ısel. Vezměme jejich rozd́ıly po dvou a ty mezi sebou vynásobme.
Jakou nejvyšš́ı mocninou dvojky bude tento součin dělitelný v nejméně př́ıznivém př́ıpadě? Zaj́ımá
nás posledńıch 5 cifer výsledku.

27. Mějme posloupnost danou vztahy a1 = 1, a3n = an + 1, a4n = a3n+1 + an − 1, a2n = an. Určete
a999999999.

28. Necht’ bn je posledńı cifra č́ısla 11 + 22 + 33 + · · · + nn . Posloupnost bn je periodická. Jaká je jej́ı
nejkratš́ı perioda?
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29. Pravidelný 1024-úhelńık o straně 1 byl rozřezán na rovnoběžńıky. Určete součet obsah̊u všech
obdélńık̊u v takovémto rozřezáńı.

30. Uvažujme obdélńıkový pás 2× n a označme Pn počet všech takových obarveńı některých jeho poĺı,
že žádný čtverec 2× 2 v něm nebude celý obarven. Najděte největš́ı mocninu trojky, která děĺı č́ıslo
P2010. Jako odpověd’ zadejte exponent.
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31. Necht’ p, q, r jsou celá č́ısla maj́ıćı právě dva dělitele v oboru přirozených č́ısel (ale sama mohou být
záporná). Kolik řešeńı pak má rovnice 1

p−q−r = 1
q + 1

r ?

32. Čemu se rovná 84, jestliže 8.8 = 54? Tato otázka neńı nesmyslná, protože 54 neńı napsáno v deśıtkové
soustavě. Takto položenou otázku lze interpretovat dvěma zp̊usoby, obě odpovědi se považuj́ı za
správné.

33. Najděte všechny trojice p, q, r reálných č́ısel splňuj́ıćı

log pqr = −2 (1)

log p log q log r = 2 (2)

log p log q + log p log r + log r log q = −1 (3)

(Funkce log je logaritmus o základu 10.) Výsledek zadejte jako součet p, q, r.

34. Mějme čtverec ABCD o straně 1. Body E,F uvnitř čtverce minimalizuj́ı součet 4|AE| + 3|DE| +
4|BF |+ 3|CF |+ 5|EF |. Určete vzdálenost |EF |.

35. Krychli o hraně 1 rozvineme do roviny a zkonstruujeme nejmenš́ı kružnici, která vzniklou śıt’ obsa-
huje. Jaký největš́ı poloměr může taková kružnice mı́t?

36. Je dán pravidelný dvanáctiúhelńık A1A2A3 . . . A12 vepsaný kružnici s poloměrem 10. Vypočtěte
obsah lichoběžńıku A1A2A4A5.

37. Všiml jsem si, že mé hodinky ve dne (0, 5 dne) předb́ıhaj́ı správný čas o p̊ul minuty, v noci (0, 5
dne) se zase zpožd’uj́ı o 1

3 minuty. Ráno 1. května ukazovaly správný čas. Kolikátého května p̊ujdou
napřed o 5 minut?

38. Č́ıslo X je větš́ı než 100 a jeho cifry tvoř́ı geometrickou posloupnost s kvocientem q ∈ R+, q 6= 1.
Určete součet všech možných hodnot č́ısla X.

39. Matej, Mirek, Zdeněk, Petr, Vlado a Zbyněk se občas potkávaj́ı ve škole. Matej chod́ı do školy každý
druhý den, Mirek každý třet́ı, Vlado každý čtvrtý, Zdeněk každý pátý, Zbyněk každý šestý a Petr
každý sedmý. Protože jsou to svědomit́ı studenti, chod́ı do školy i o svátćıch a prázdninách. V roce
2010 se jednoho dne potkali. Který den to bylo, pokud v́ıte, že Zdeněk byl ve škole 12.1.2010, Petr
13.2.2010, Zbyněk 14.3.2010 a Vlado 13.4.2010. Zadejte součet dne a měśıce.

40. Henry, Liběnka a Matěj hráli hru zvanou Magická trojka. Každý hráč měl 3 hromádky minćı: koruny,
dvoukoruny a pětikoruny. Na začátku byly hromádky prázdné. V každém tahu musel hráč přidat
právě jednu z kombinaćı minćı:

a) Jednu 1 Kč, pět 2 Kč a čtyři 5 Kč

b) Tři 1 Kč, jednu 2 Kč a dvě 5 Kč

c) Čyři 1 Kč, tři 2 Kč a jednu 5 Kč

Vyhrál ten, kdo své hromádky doplnil nejdř́ıve tak, aby počet minćı na každé z nich byla třet́ı
mocnina stejného přirozeného č́ısla k. Protože všichni hraj́ı optimálně, ten, kdo zač́ıná, vyhraje. Po
kolika nejméně kolech to může nastat? (Kolo je tvořeno třemi tahy, každý hráč v něm táhne právě
jednou.)

41. Kolika zp̊usoby můžu vybrat 3 r̊uzné č́ıslice (z množiny {0, 1, .., 9}) tak, abych žádné dvě nebyly po
sobě jdoućı?
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42. Jaké jsou možnosti pro největš́ı úhel v trojúhelńıku, který lze rozřezat na 5 trojúhelńık̊u, které jsou
všechny podobné p̊uvodńımu? Výsledek uved’te jako součet všech možných řešeńı.

43. Liběnka se dočetla, že v roce 2012 bude už zase konec světa, a to hned několikrát. Všechna data
však měla společné to, že trojnásobek součtu všech cifer v celém datu (tj. např pro 24.11.2010
2+4+1+1+2+0+1+0=11) byl roven součtu dne a měśıce. Jaká data to byla? Z každého data vezměte
pouze den a tyto dny sečtěte.

44. V pěti domech pěti r̊uzných barev žije pět lid́ı pěti r̊uzných národnost́ı, každý má jiné auto, jiný
obĺıbený sport a chová jiné zv́ı̌re. Vı́te, že

• Hokejista bydĺı hned napravo od hráče rugby.

• Volkswagen parkuje před prvńım domem.

• Švýcar žije hned nalevo od černého domu.

• Chovatel ps̊u hraje lakros.

• Mezi domem, u nějž parkuje Ford, a žlutým domem je právě jeden d̊um.

• Pátý d̊um je šedý.

• Mezi domem se psy a žlutým domem jsou dva domy.

• Želvy žij́ı hned vedle černého domu.

• Mezi domem hráče lakrosu a zeleným domem je právě jeden d̊um.

• Ir žije v domě č.2.

• Kočky žij́ı hned vedle domu se Seatem.

• Řek žije nalevo od řidiče BMW.

• Mezi chovatelem motýl̊u a hráčem rugby jsou dva domy.

• Mezi řidiči Porsche a Volkswagenu je jeden d̊um.

• Ir hraje rugby.

• Švéd ř́ıd́ı BMW.

• Fotbalista chová želvy.

Jako řešeńı zadejte prvńı ṕısmena značek aut od prvńıho k pátému domu.

45. Trojúhelńık ABC má délky stran a = 49, b = 61, c je celé č́ıslo. Najděte hodnotu c tak, aby byl
ABC podobný trojúhelńıku, jehož strany ve vhodném pořad́ı maj́ı délky ta, tb, tc, což jsou délky
těžnic trojúhelńıku ABC.
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