Internetova matematicka olympiada - 25. listopadu 2008

1. Obrazec na Obrazku 1 je sloZen z 44 ¢tverct o strané 6 mm. Bodem A vedte jedinou piimku, kterd dany
obrazec rozdéli na dva obrazce o stejném plosném obsahu.

Obrazek 1: K prikladu 1

2. Necht p, q jsou realna ¢éisla takova, ze rovnice 22 + px + ¢ = 0 ma tii riizna redlné feseni. DokaZte, Ze pak
plati p < 0.

. 7te, ze pr 7dé prirozené ¢islo n je ¢islo a,, = — na m ¢l .
3. Dokazte, Ze pro kazdé piirozené ¢islo n je &islo 102" — 22" nasobkem ¢isla 96

4. Vecirku se zGcastni 13 osob, vybrali mezi sebou penize a vyrazili na nakup. Uz maji téméf vse potiebné
nakoupeno, chtéji uz jen néjaké pistacie, brambtrky a kiupky. Usoudili, ze téchto pochutin chtéji nakoupit
prave 1 kg a zjistili, Ze jim zbyva suma 285 K¢, kterou chtéji beze zbytku utratit. V obchodé byla na vybér
padesatigramova baleni pistacii po 15 K¢, stogramova baleni brambtirek po 21 K¢ a stogramové baleni
kifupek po 21 Ké. Rozhodli se, Ze brambtrek koupi minimalni mnozstvi. Kolik baleni maji vzit od kazdého
druhu?

5. Je dana krychle o hrané délky 1. Mé&jme uvniti této krychle libovolné rozmisténo 9 bodid. Dokazte, ze

alesponl pro dva z nich plati, Ze jejich vzdalenost neni vétsi nez §

6. Urcete mnozinu vSech bodid v roviné, ktera je grafem relace

g:{[x,y]ERXR:(aj—m)2+(y—n)2§116/\
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A (w—p—2) + (x—q— 2) < (\[176)’ prom,n,p,qu}.
7. Je dan ostrothly trojuhelnik ABC' s plosnym obsahem P, v némz tthel BAC ma velikost o. Oznacme
B, patu vysky z vrcholu B na stranu AC a C; patu vysky z vrcholu C' na stranu AB. Vyjadfete obsah
¢tytahelnika BC B;Cy pomoci P a a.

8. Cisla 1, 2, 3, ..., 25 jsou rozmisténa do péti fadkl a péti sloupct étvercové sité 5 x 5. Uvazujme soudty
¢isel v kazdém Fadku a v kazdém sloupci. Mezi témito deseti hodnotami jsou suda éisla (,sudé soucty*) a
lich4 éisla(,,liché soucty“). Oznaéme m soulet vSech ,sudych soucti® a n soucet vSech ,lichych souétt“.
Mohou byt ¢isla 1, 2, 3, ..., 25 do této ¢tvrecové sité rozmisténa tak, aby platilo m = n?

9. Je dén ¢étyftahelnik ABCD tak, ze jeho thlopficky jsou osami jeho vnitinich thld. Urcete jeho obsah,
jestlize vite, Zze jedna strana a jedna z jeho thlopfi¢ek maji shodné délku 2 cm.

10. Je dédna mnoZina funkei f(z) = 22 + b|z| + ¢, kde b, c jsou realna ¢isla. Najdéte viechny funkce z této
mnoziny, které maji v intervalu <—%, 1> nejveétsi hodnotu 2 a nejmensi hodnotu 1.
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