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RESENT ULOH

1. Obrazec na Obréazku 1 je sloZen z 44 ¢tverct o strané 6 mm. Bodem A vedte jedinou piimku, kterda dany
obrazec rozdéli na dva obrazce o stejném plosném obsahu.

Obrazek 1: K prikladu 1

Reseni: Je mozno odhadnout, ze piimka, kterd prochézi bodem A a ptli dany obrazec bude prochézet
mezi body B a C, viz Obréazek 2. Hledejme tedy vzdalenost v bodu X, ktery lezi na tseéce BC, od
zékladny obrazce. Predpoklddame tedy, ze 3-6 < v < 4-6 mm. Pokud by ndm pfi vypoctu vyslo v mimo
tento interval, tak bychom museli opravit odhad, tj. umistit body B a C' ,,0 schod niz“, resp. uvazovat
komplikovanéjsi variantu s bodem X na nékteré vodorovné strané nekterého z ctvercu.
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Obrazek 2: K feseni prikladu 1

Vime, ze obrazec se skladéd z 44 ¢tvercl o strané 6 mm. PloSny obsah celého obrazce je tedy

Pobrazce =44. 62 = 1584 IIlIIl2

a poloviny obrazce

1584

P1pranee = - = 792 mm?. (1)

2

Oznacme si bod D tak, jak je vidét na Obrazku 2.

7Z obrazku je vidét, ze od bodu D smérem vlevo lezi 6 ¢tvercti s obsahem 6 - 62 mm? a vpravo od bodu D
lezi pravouhly trojuhelnik AX D, jehoz jedna odvésna ma délku 10 - 6 mm a druhd odvésna je hledanou
vzdélenosti DX = v. Odtud plyne

10-6 -
Plobrazce =6- 62 + 7/0 (2)
3 2
Ze vztaht (1) a (2) plyne rovnost
10-6 -
662+ Tv — 792,

jejimz fesenim je v = 53—706 = 19.2 mm, coz spliuje predpoklad, ze 18 > v > 24 mm, tudiz bod X opravdu

lezi mezi body B a C.



2. Necht p, q jsou redln4 &isla takova, Ze rovnice 23 + px + ¢ = 0 m4 t¥i riizna redlnd feseni. Dokazte, Ze pak
plati p < 0.

Reseni: Piedpokladejme aq, o, a3, jsou redlnymi kofeny rovnice 2 + px + ¢ = 0 pro néz plati oy # ag #
# ag. Potom plati

2’ +pr+q= (v —a1)(z—a)(z—as) =

=23 — a1x2 — a2m2 — a3$2 + a1aex + a3 + 13T — A iy =

=23 — (a1 + az + a3)2® + (a1as + asas + aya3)r — ajasas.
Odtud ziskavame rovnice
o1 +as+az3 =0, (3)
Qg + o3 + o = p, (4)
—apaeas = q.

Chceme dokézat, Ze pro ¢islo p plati p < 0. Z rovnice (3) pouzitim vzorce (a + b)? = a® + 2ab + b* a
rovnosti (4) plyne

0= (a1 +as+a3)? =a? + 20100 + a2 +2(a + )z + a2 =

=of +a3+ 04% + 20100 + 200003 + 201 (i3 =
= O‘% + O‘% + 0‘% +2(1s + asas + ajag) =
Za%+a§+a§+2p.
Maéame tedy
2p = —(ai + a3 + 03),

af + a3 + a3
= — 2 s
kde v citateli vystupuje soucet druhych mocnin libovolnych ¢isel, ktery je vzdy nezdporny, tudiz plati
p <0.



3. Dokazte, ze pro kazdé piirozené éislo n je &islo a, = 10%™ — 22" nasobkem éisla 96.
Reseni: 1. zptisob feSeni:

Tvrzeni dokazeme pomoci matematické indukce:

a) Ovéime platnost pro nejmensi piipustné ptirozené ¢islo n, tj. pron = 1. a; = 10% — 22 = 100 — 4 = 96
a toto cislo je zfejmé délitelné c¢islem 96.

) Piedpokladejme platnost tvrzeni pro n = k, tj. ze plati 96/(10%* — 22*). To oviem znamen4, Ze ¢islo
ar = 10%* — 22¢ mizeme napsat ve tvaru a; = 10%* — 22% = 96m, kde m € N. Dokazme, Ze tvrzeni plati
také pro n = k + 1, tj. ze plati 96|(102(*+1) — 92(k+1)),

gy = 102D _ 92(k+1) — 12k102 _ 92k92 — 100 . 10%% — 4. 22% = (96 + 4) - 10?% — 4. 22F =
=96-10%" +4-10°F — 4. 2% =96 - 10°% + 4 (10** — 2°%) = 96 - 10°* + 4 - 96m = 96 (10°* + 4m) .
To znamena, ze ¢islo ax11 je délitelné ¢islem 96. Tim je tvrzeni dokazano.

2. zplsob feseni:

Cislo a,, zapiSme ve tvaru
a, = 102n _ 2271 — 52n22n _ 22n — 22n (52n _ 1) _ 22n ((571)2 . 1) _

=2 (5" —1) (5" +1).
Cislo 22" = (22)" = 4" je evidentné délitelné ¢islem 4. Cisla (5" — 1) 5" (5" + 1) jsou tii po sobé jdou
prirozena cisla. Odsud plyne fada faktu:
a) Praveé jedno z téchto ¢isel je délitelné ¢islem 3.
b) Cislem 3 neni délitelné &islo 57.
c) Cislo 5" — 1 je nejen sudé, ale i délitelné ¢islem 4.
d) Cislo 5" + 1 je sudé.

7 téchto uvah plyne, Ze Cislo a,, lze zapsat ve tvaru
ap =10" -2 =4.3.4-2.k = 96k, kde k € N.

Cislo a,, je tedy délitelné ¢islem 96.



4. Vecirku se zacastni 13 osob, vybrali mezi sebou penize a vyrazili na nakup. Uz maji téméf vse potiebné
nakoupeno, chtéji uz jen néjaké pistacie, brambtirky a kfupky. Usoudili, ze téchto pochutin chtéji nakoupit
prave 1 kg a zjistili, ze jim zbyva suma 285 K¢, kterou chtéji beze zbytku utratit. V obchodé byla na vybér
padesatigramova baleni pistacii po 15 K¢, stogramova baleni brambtirek po 21 K¢ a stogramové baleni
kifupek po 21 Ké. Rozhodli se, Ze brambtrek koupi minimélni mnozstvi. Kolik baleni maji vzit od kazdého
druhu?

Reseni: Oznac¢me si jako neznamé x,y a z pocty baleni pistécii, brambiirek a kiupek. Informace o cenach
a velikosti baleni je mozné zapsat pomoci nasledujicich rovnic

150 +2ly  +21z 285,
50z +100y -+100z = 1000.

Upravou druhé rovnice ziskdme rovnici z + 2y + 2z = 20, odkud vyjadiime proménnou z ve tvaru z =
= 20 — 2y — 2z. Takto vyjadienou proménnou dosadime do prvni rovnice a upravime.

15z + 21y 4+ 21z = 285,
15(20 — 2y — 2z) + 21y + 21z = 285,
—9y -9z = -15,

Jy+32z = 5.

Zvolme proménnou z jako parametr a v zavislosti na tomto parametru dokazeme vyjadrit y a  nasledovné

z = z
_  5=3z2
Y - 3 B
285—212z—213=32

15
Mohou tedy nastat pravé tyto situace zavislé na poc¢tu z baleni kiupek:

1. varianta: z =0,y = -, x = ...,

2. varianta: z =1,y =

ST = ...,

Wl Wl ot

3. varianta uz neprichazi v tvahu, protoze pro z = 2 vychazi y < 0.

Vzhledem k tomu, Ze ani v 1. ani ve 2. varianté nevychazeji ,celd baleni“ bramburek, neméa tato tloha
FeSeni.

Poznamenejme, Ze tento neoéekdvany vysledek md svij prosty divod. V zaddni je prosté chyba :-( Omlou-
vdme se Tesitelim, Ze jsme je pripravili o pozitivni vysledek prikladu. Pokud budete mit chut, zkuste si
zmeénit v zaddani cenu balicku brambirek z 21 K¢ na 27 K¢ a priklad se rdzem stane tesitelngm.



5. Je dana krychle o hrané délky 1. Méjme uvniti této krychle libovolné rozmisténo 9 bodt. Dokazte, ze
alesponl pro dva z nich plati, Ze jejich vzdalenost neni vétsi nez ‘ég

Reseni: Rozdélme krychli na 8 mensich krychli s hranami délky %, viz Obréazek 3.
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Obrazek 3: K feseni ptrikladu 5

Umistime-li do krychle libovolné 9 bodt, budou jisté nejméné dva z téchto bodi lezet v jedné z téchto
mensich krychli. Tyto dva body v jedné mensi krychli budou mit od sebe vzdélenost nejvyse rovnu délce
télesové thlopficky mensi krychle. Spoc¢téme tedy délku této télesové thlopricky wu.

RIORORORE




6. Urcete mnozinu vsech bodi v roviné, ktera je grafem relace

1
A

Q{[x,y]ERxR:(xm)QJr(yn)?Sw

2 2 2
1 1 2v2 -1
/\(x_p_2> +<$_q_2) S(\/>176)7 prom,n,p,qGZ}.

Reseni:

Mnozinou vSech bodl v roviné, které splnuji podminku

1
(x—m)2+(y—n)2§1—6, kde m,n € Z (5)
. « . ., wr . “ . « 1
jsou kruhy se stfedy [m,n] (tj. maji celo¢iselné soufadnice) a poloméry ;.
Mnozinu bodi spliujicich nerovnost

1\2 1\  (2v2-1)2
(m—p—2> +(aj—q—2> S(\fl76)’ kde p,q € Z (6)

je treba si predstavit jako néjaky ,rovinny pas“. K této tvaze dospéjeme nasledovné. Oznacme si a =
xT—p-— % ab=z—q-— %, tim pddem nerovnost (6) miZeme zapsat ve tvaru

a2—|—b2 < (2\/5_ 1)2
- 16 '

Pokud bychom misto nerovnosti uvazovali rovnost, slo by o vztah mezi délkami odvésen a délkou piepony
v pravouhlém trojthelniku. Tzn. Ze nerovnici (6) vyhovuji body, jejichz z-ové soutadnice lezi v né&jakém
intervalu (¢, d), kde ¢,d € R.

Udélejme si pfedstavu pro konkrétni hodnoty p, q € Z.

e Prop=0,9g=0platia =z — %, b=2x— %, tedy nerovnost (6) mé tvar

<x—;>2+<x—;>2§(2ﬁlg”2,

2<x_1)2§<2ﬂl>2

2 16 ’
2 2
x—l <7(2ﬁ_1) ,
2 o 32

‘ 1‘ 2v/2 -1
r— | <= =
42

1 2v2-11 2v2-1
ve{=— V2 S+ V2 = (0.18,0.82).
2 42 2 42

Yevs

lezely v néjakém intervalu, tzn. $lo by o rovinné pasy.

Vysledkem jsou tedy ty body v roving, které jsou prinikem kruht danych nerovnosti (5) a rovinngch past
danych nerovnosti (6), jak je nazna¢eno na Obrazku 4.



Obrazek 4: K feseni prikladu 6

7. Je dan ostrothly trojihelnik ABC' s plosnym obsahem P, v némZ tthel BAC ma velikost o. Oznacme
B; patu vysky z vrcholu B na stranu AC a C; patu vysky z vrcholu C' na stranu AB. Vyjadiete obsah
Ctyfahelnika BC B1Cy pomoci P a a.

Reseni: Z Obréazku 5 je vidét, ze trojihelniky AAB; B a AAC,C jsou pravothlé, tudiz plati

_ |AB| _
cosa = AB] = |ABj| = cosa|AB]
’ e,
cosa = lAC’1|| = |AC,| = cos | AC.

V obou pfipadech je thel « pfi vrcholu A, tudiz jsou tyto trojuhelniky podobné a koeficient podobnosti
je praveé cos a.

B,

A

Obrazek 5: K feseni prikladu 7

Pro obsahy podobnych trojuhelniki tedy plati

PAABlCl = PAABC COS2 o = ]DCOS2 .

Z Obrazku 7 je dale patrné, ze obsah ¢tyftuhelnika BC' B1Cy je mozné vyjadiit jako rozdil obsahu AABC
a obsahu ,mensitho“ AAB;C;. Pro obsah ¢tyfuhelnika BC B1C; tedy plati

Ppep,c, = P — Paap,c, = P — Pcos’a=P (1 — cos? a) = Psin? a.



8. Cisla 1, 2, 3, ..., 25 jsou rozmisténa do péti fadki a péti sloupcti étvercové sité 5 x 5. Uvazujme souéty
¢isel v kazdém Fadku a v kazdém sloupci. Mezi témito deseti hodnotami jsou suda éisla (,sudé souéty*) a
licha ¢isla(,,liché souéty“). Ozna¢me m soucet vSech ,sudych souéti® a n soudet vSech ,lichych souctt®.
Mohou byt ¢isla 1, 2, 3, ..., 25 do této ¢tvrecové sité rozmisténa tak, aby platilo m = n?

Reseni: Odpovéd je zaporna, éisla 1,. .. ,25 se takto rozmistit nedaji. Soucet viech souétii ¢isel v Fadcich
se soucty vSech ¢isel ve sloupcich je

1+25
2-(1+2+---+25):2-+T-25:26-25.

Mame-li soucet ,sudych sou¢ti* oznacen m a soucet ,lichjch soucti“ oznacen n, pak plati

26-25=m+n.

Pokud by platilo m = n, pak bychom ziskali vztah
26 -25 =m+m = 2m,

a tedy
m = 13- 25.
To je ovSem v rozporu s tim, Zze m je soucet ,sudych souctd”“, tzn. ze také m je sudé ¢islo.

Proto nemiize nastat situace, ze m = n.



9. Je dan ¢tyruhelnik ABCD tak, ze jeho thlopricky jsou osami jeho vnitfnich Ghla. Urcete jeho obsah,
jestlize vite, ze jedna strana a jedna z jeho thlopficek maji shodné délku 2 cm.

Reseni: Ozna¢me vnitini Ghly étyiahelnika ABCD «, 3,7, 6, viz naértek na Obrazku 6. Ozna¢me déle
prusecik O jeho uhlopricek.

Obrazek 6: Nacrtek k reseni prikladu 9

Vzhledem k faktu, Ze thlopficky maji byt sou¢asné osami vnitinich thla, musi platit

@ B_v ¢
2+2’2 2 (7)

nebot thly AOB a COD jsou shodné.

Soucet vnit¥nich thld ¢tyithelnika je 360°, coZ spolu s (7) dava

5
360°a+ﬁ+7+62<§+§+;+2) = 2(a+ A).

Z tohoto vztahu plyne

« ﬁ [e]

5 + 5 = 90°,
tudiz v trojihelniku AOB je pfi vrcholu O pravy thel a tim padem na sebe thlopticky musi byt kolmé.
Vzhledem k tomu, ze podle zadani jsou thlopticky zaroven osami vnitinich thli a jedna thlopticka ma
shodnou délku s jednou stranou, musi byt trojuhelniky ABC, BCD, CDA a DAB rovnoramenné a plati

|AB| = |BC| = |CD| = |DA| = 2 cm.

Ctyithelnik ABCD je tedy kosoétverec, jak je spravné uvedeno na Obrazku 7.

Obrézek 7: Obrazek k feseni pfikladu 9

Plosny obsah kosoc¢tverce ABCD je roven 4nasobku obsahu pravouhlého trojuhelnika AOB, ktery ma
preponu AB délky 2 cm a odvésnu BO délky 1 cm. Dopocitejme tedy délku zbyvajici odvésny AO.

|A0| = /22 — 12 = V3.
Potom pro obsah trojuhelnika AOB plati

V31
PAAOB:T:

|5



a pro obsah kosocétverce ABC'D plati

3
P=4-PAAOB=4§=2\/§CIH2.

10



10. Je dédna mnozina funkci f(x) = 2? + b|lz| + ¢, kde b, ¢ jsou realna &isla. Najdéte vSechny funkce z této
mnoziny, které maji v intervalu <f%, 1> nejveétsi hodnotu 2 a nejmensi hodnotu 1.

Reseni: Graf G kazdé funkce f(x) lze slozit z ¢asti grafi Gy a Gy funkei
fl(x) = :UQ +b$+€,
fo(z) = 2% — bz +c.
Funkce f; ma minimum pro z = —%b, funkce fy pro z = %b. V obou pfipadech je minimum rovno hodnoté
172
C — Zb .
Prob:Oje flzfgaG:Glng.

Pro b > 0 je graf G slozen pro x > 0 z ¢asti grafu G, pro x < 0 z ¢asti grafu G, a to z téch, které
neobsahuji vrcholy parabol G; a Gs.

Také pro b < 0 je graf G slozen pro x > 0 z ¢asti grafu Gy, pro x < 0 z ¢asti grafu Gs, ale z téch, které
obsahuji vrcholy parabol Gy a Gs.

a) Je-li b > 0, nastane minimum pro x = 0, odkud plyne, Ze ¢ = 1 a maximum pro 2 = 1. Tato situace
je naznacena na Obrazcich 8 a 9.

yl

Lt
[==)
i
8
v

Obrazek 9: K feseni prikladu 9, situace pro b > 0

Vypoétem dostavame pro b = 0 funkci f(z) = 22+ 1 a pro b > 0 nedavé rovnice 2 = 1+ b+ 1 zadné
TeSeni.

b) Je-li b < 0, viz Obrazek 10, musime rozlisit dva pfipady:
@) —%b <1,

11



Obrazek 10: K feSeni prikladu 9, situace pro b > 0

B) —3b>1.
V pfipadé a) nastane minimum pro x = —%b a plati ¢ — ibQ = 1. Bud nastane maximum pro
x =0, pak je c = 2, b = —2 a dostaneme jako mozné fefeni funkci f(z) = 22 — 2|z| + 2, ktera
skute¢né vyhovuje. Nebo nastane maximum pro x = 1, coz vede k rovnici 2 = 14b+c a spojenim
s rovnici ¢ — iQ = 1 dostaneme b = —4, coZ je ve sporu s piedpokladem «).
V piipadé () nastane minimum pro x = 1 a maximum pro x = 0. Z toho plynou rovnice

1=1+4b+4cac=2,znichz dostaneme b = —2, coZ je spor s pfedpokladem f3).
Uloha m4 tedy dvé feseni f(z) =22+ 1 a f(z) = 22 — 2|z| + 2.

Nechali jsme se inspirovat priklady ze starsich rocniki matematickych olympidd prevdzné z 80. let a z jinych
zagimavych knih o matematice a zdroji z internetu. SnaZili jsme se priklady modifikovat, ale nékteré jsme

nechali v puvodni podobé, protoZe se ndm zddly dostatecné atraktivni. Autorim pivodnich prikladi dékujeme za
mspiract.

Ustav matematiky, FSI VUT v Brné, www.math.fme.vutbr.cz, hoderova@fme.vutbr.cz
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