Internetova matematicka olympiada - 24. listopadu 2009
2. ro¢nik
-autorské reseni

1. Na nekonec¢né velkém ¢tvereckovaném papiie si zvolte miizovy bod A, ktery bude poc¢atkem. Nadale se od
bodu A muzete pohybovat pouze doprava nebo nahoru po ¢tvereckové mrizi. Kolika zptisoby lze dosdhnout
bodu C[m,n] (m,n > 0)? A kolika zpisoby dojdeme z bodu A0, 0] do bodu B[z, y], kde m <z an <y,
pfes bod C[m,n]?
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Obrazek 1: K zadani prikladu 1

Reseni:
Kazdému miizovému bodu pfifadme ¢isla podle toho, kolika zpiisoby se do néj dostaneme z bodu A, viz
Obrazek 2.

Pii pohybu miizi z bodu A[0, 0] do bodu C[m,n] musime udélat m + n krokt. Pfifadme krokiim smérem
doprava éislici 1 (jejich pocet bude m) a kroky nahoru ¢islici 0 (téch bude n). Pak muZeme Fici, Ze kazdou
cestu z A do C' mizeme symbolicky zapsat posloupnosti ¢islic 0 nebo 1 o celkovém poctu m +n ¢islic. Jde
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tedy o kombinace n nul a m jedniéek a plati, Ze z A do C' se lze dostat <m n) = (m n) zpusoby.
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Obrazek 2: K feseni prikladu 1

Pokud cheeme jit z bodu A[0,0] do B[z,y| pfes C[m,n|, kde (m < z,n < y), pak tlohu rozdélime na
useky z A do C a z C do B. Vysledny pocet moznych cest tedy bude
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2. Ve starobylé vesnici zije blize neurceny pocet mudrct. Kazdy mudrc mé pravé jednu manzelku. Kazdy
mudrc vi, zda jsou manzelky ostatnich mudrci svym muzim vérné, ¢i nikoliv. O vérnosti své manzelky
v8ak nic nevi. Ve vesnici plati pravidlo, ze vzdy, kdyz néjaky mudrc zjisti, Ze mu je jeho Zena nevérna,
musi ji do konce toho dne zabit.

Jednoho dne prijde do vesnice cizinec a napise na branu: ,,Ne vSechny manzelky mudrct jsou vérné.“
Ponechejme stranou, jak to zjistil, a pfedpokladejme, stejné jako mudrcové, Ze je tato informace pravdiva.

Prvni den se nestalo nic. Druhy den se nestalo nic. A tak dale, t¥eti, ¢tvrty, paty ani Sesty den se nic
nestalo. AZ na konci sedmého dne nékolik mudrci zabilo své Zeny. Kolik Zen bylo zabito? Byly zabity
vSechny nevérné manzelky?

Reseni:

Zadani sice obsahuje minimum konkrétnich informaci, ale i pfesto je tiloha snadno FesSitelnd principem
podobnym matematické indukci.

Predpokladejme, Ze by byla ve vesnici pravé jedna nevérna manzelka. Mudrc, jehoZ Zena je nevérna, si
precte vzkaz na brané. Vzhledem k tomu, Ze mé informace o vérnosti vSech ostatnich manzelek (¢éili vi, Ze
vSechny ostatni jsou vérné), je mu jasné, Ze tou nevérnici je pravé jeho Zena a musi ji jesté toho dne zabit.
Jenze prvni den se nic nestalo.

Predpokladejme, ze by byly ve vesnici pravé dvé nevérné manzelky. Mudrc s nevérnou manzelkou bude
druhy den uvaZzovat nasledovné: mam informace o vérnosti vsech ostatnich manzelek a vim, Ze jedna z nich
je nevérna. Jenze doty¢ny mudrc (ktery musel uvazovat tak, jak je naznaceno v pfedchozim kroku) ji prvni
den nezabil, tj. ve vesnici musi byt jesté jedna nevérnd manzelka. A to musi byt ta moje. Cili ji musim
jesté ten den zabit. Jenze ani druhy den se nic nestalo.

Uplatnime-li stejnou tvahu na dalsi dny, je jasné, Ze sedmy den bylo zabito pravé sedm manzelek a zadna
jind nevérnice uz ve vesnici neni.

3. Tovarna vyrabi dva druhy hracek — vojacky a vlacky. Zisk z prodeje jednoho vojacka je 30 K¢, zisk
z prodeje jednoho vlacku je 20 K¢. K vyrobé jednoho vojacka je potfeba 1 hodina obrabéni a 2 hodiny
dokoncovani, k vyrobé jednoho vlacku je potfeba 1 hodina obrabéni a 1 hodina dokoncovani. Kapacita
obrabéni je 80 hodin tydné, kapacita dokoncovani je 100 hodin tydné. Kolik se mé v tovarné za tyden
vyrobit vojacku a vlacku, jestlize se ma maximalizovat zisk? Jak velky tento zisk bude za tyden?

Reseni:

Pocet vyrobenych vojacka oznac¢me x1, pocet vyrobenych vlacki oznac¢me zo. Celkovy zisk uréime pomoci
tzv. Gcelové funkce z, kde z = 30x; + 20x2. Omezeni kapacity obrabéni a dokoncovani vede na dvé
nerovnice ve tvaru x; + x3 < 80 a 2z; + 22 < 100. Navic z podstaty zadani vyplyvéa, ze hodnoty x; a x5

musi byt nezdporné a celociselné, protoze urcuji pocty kusi. Matematicky model zadané optimalizacni
ulohy formulujeme néasledujicimi vztahy.

Hledané maximum téelové funkce z: max z = max(30z; + 20x2)

T1,T2 ZT1,T2
Zadané podminky: x1+x2 < 80
21’1 + X9 S 100
T, T2 Z 0
T, x0 € 7

Pokud vysrafujeme mnoZinu, kterou uvedené nerovnice predstavuji, tak dostaneme ¢tyfthelnik pripust-
nych feseni, viz Obrazek 3. Zbyva tedy najit bod, ktery lezi ve vySrafovaném ¢&tyituhelniku a zaroven jeho
z-ova soufadnice je maximalni.

Pokusme se predstavit si tuto situaci i v prostoru, v soutadném systému z1, xs, z, viz Obréazek 4.

Predstavme si plochu, kde vyznam z-tové soufadnice bude nas zisk, x1-ové pocet vlacka a x-ové pocet
vojacki. Rovnice této plochy je z = 30x1 + 20z2. Jde tedy o rovinu, ktera prochazi pocatkem souradného
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systému a smér jejiho nejvétsiho ristu je uréen vektorem, ktery oznacime gradz = (30,20). Jde nam



gradz = (30, 20)

vrstevnice ucelové funkce z

T

z = 1800 : 1800 = 30z; + 20z
z=0:0=30x; + 202,

Obrazek 3: Grafické feseni prikladu 3 - pohled do roviny x1, 2
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Obrazek 4: Grafické feSeni prikladu 3 - situace v prostoru

0 nejvyssi zisk, proto se snazime najit vrstevnici ucelové funkce, kterd prochézi ,co nejvzdalenéjsim“
bodem vysrafované oblasti.
Z obrazku je zfejmé, ze jde o bod [x1, x2] = [20, 60]. Nejlepsi je tedy vyrabét 20 vojacki a 60 vlacki tydne,
pricemz zisk bude 1800 K¢.



4. A kolik je tvym tfem syntim vlastné let?“ zeptal se matematik kamardda. Ten chtél matematika potrapit,
a tak odpovédél: ,Kdyz zndsobim jejich vék, dostanu ¢islo 36.“ Matematik se na chvili zamyslel a fekl: ,,Ale
z toho prece jejich vék ur¢it nemohu, musi§ mi fici néco blizsiho.* Kamarad jeho zadost splnil: ,,Soucet
jejich stari se rovné c¢islu domu, pred nimz stojime.“ Matematik se znovu na chvili zamyslel a otazal
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narozeniny v 1été a ti dva mladsi na podzim.“ ,Tak to mné staci,“ odpovédél matematik. Staci to i vam
k odpovédi? Kolik let je kazdému synovi?

Reseni:

Z prvni odpovédi plyne, ze hledame tii pfirozena ¢isla, jejichz soucin je 36. Vypisme si vS§em osm moznosti
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7 druhé odpovédi vyplyva, ze soucet jejich véku se rovna ¢islu domu, které znd matematik, ale my ho
nezndme. Secteme-li ¢isla v kazdé vysSe uvedené trojici, dostaneme postupné soucty

38, 21, 16, 14, 13, 13, 11, 10.

Vsimnéme si, ze s vyjimkou ¢isla 13, jsou vSechny ostatni soucty rtizné a matematik by tedy mohl urcit
stari synu jiz po této odpovédi, protoze ¢islo domu zna. Protoze vsak matematik vyzadoval dalsi napovédu,
mohlo to byt jen z toho divodu, ze dim mél ¢islo 13, ¢emuz odpovidaji dvé rizné moznosti: 1, 6, 6 let
a 2, 2, 9 let. Na zakladé treti odpovédi lze vyloucit variantu 1, 6, 6 let, protoze z informaci vyplyva, Ze
nejstarsi syn Pavel slavi narozeniny sam. Zbyva tedy jedind moznost a to ta, Ze synové byli staii 2, 2 a 9
let.

5. Kolik m4 ¢islo 20092999 cifer?
Reseni:
Pocet cifer uré¢ime jednoduchym vypoctem za pomoci dekadického logaritmu

log 2009%°%% = 2009 log 2009 =2 2009 - 3, 30298 = 6635, 63682.

Nalezneme-li nejblizsi vyssi celé ¢islo dostavame vysledek. Pocet cifer tedy je 6636.

Skutecné, vypocet je takto snadny. Stac¢i si uvédomit, jak funguje dekadicky logaritmus, tj. logaritmus
o zakladu 10: Pro pfirozend éisla z mnoziny {1,...,9} dostavdme funkéni hodnoty {logl = 0,...,log9 =
0,954}. Pro dvojcifernd ¢isla {10, ...,99} dostavdme funkéni hodnoty {log10 = 1,...,1og99 = 1,996}. A
tak dale. Tj. nejblizsi vyssi celé ¢islo k vysledku dekadického logaritmu vzdy udava pocet cifer ¢isla, jehoz
logaritmus pocitame.

6. Zakreslete do soufadného systému kruznici se stfedem v bodé S = [0,0] a polomérem 2 jednotky, je-li
vzdélenost bodtt A = [a1, az] a B = [by, bs] definovéna takto:

a) d(A,B) = (ai — b1)2 = \/((Ll - b1)2 + (GQ - b2)2,

e

i=1

b) d(A,B) = max la; — b;| = max{|a; — b1], |ags — ba|},

2
c)d(A,B) = > la; — b;| = |ay — b1| + |az — bal.
i=1
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Obréazek 5: Regeni piikladu 6

. Dokazte nasledujici nerovnost
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Resent:

Danou nerovnost dokédzeme pomoci nerovnosti mezi harmonickym a kvadratickym priameérem prvki aq, ..., a,.
Pro Gplnost uvedme nerovnosti i mezi dal§imi znaméjsimi priméry. Plati
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A tim je dtikaz hotov.

. Na oslavu jsou pozvany manzelské pary. Pti slavnostni vecefi usadime hosty tak, aby damy sedély na jedné
strané obdélnikového stolu a panové sedéli naproti nim. (Pfedpokladejme, Ze podél jedné strany stolu je
pravé n mist na sezeni.) Zadny z manzelt oviem nesmi sedét naproti vlastni partnerce. Kolik moznosti na
rozsazeni ma hostitel na veéirku, kde je n para?

Resent:

Pocet moZnosti na rozsazeni dam podél jedné strany obdélnikového stolu je n! Obdélnikovy sttil mé dvé
strany, které pro ddmy pfichazeji v ivahu, takze dostavame 2n! moznosti.



Nyni je nutné zjistit pocet moznosti, jak mtuzeme rozsadit pany tak, aby zadny z nich nesedél naproti
vlastni partnerce. To vSak nejde jednoduse spocitat pfimo. Je nutné zjistit pocet rozsazeni, kdy alespon
jeden par sedi naproti sobé, a toto ¢islo odeéist od vSech mozZnosti, kterych je opét n!

Vezméme mnozinu, do které zafadime nam ,piizniva“ rozsazeni, tj. takova rozsazeni, kdy alespon jeden
par sedi naproti sobé a spo¢téme pocet jejich prvki. Tuto mnozinu (ozna¢me ji A) lze vyjadiit jako
sjednoceni n mnozin

A:OAZ»,

kde kazd4 mnozina A; (i = 1,...,n) obsahuje takova rozsazeni, Ze par ¢ sedi naproti sobé.

Tyto mnoziny samoziejmé nejsou disjunktni (nemaji prazdny prinik), takZze pocet prvki mnoziny A
musime urcit pomoci principu exkluze a inkluze. To znamend, Ze spoCteme pocet moznosti, jak vybrat
jednoho péna, ktery bude sedét naproti vlastni partnerce a ten nasobime po¢tem moznosti, jak rozsadit
ostatni pany. Od vysledku odeCteme pocet moznosti, jak vybrat dva pany, ktefi budou sedét naproti
vlastni partnerce, nasobeny po¢tem moznosti, jak rozsadit zbyvajici pany. K vysledku opét pricteme pocet
moznosti, jak vybrat t¥i pany, ktefi budou sedét naproti vlastni partnerce, nasobeny poctem moznosti,
jak rozsadit zbyvajici pany. A tak dale. Tedy

e ) R R W e e A W

Cely proces miizeme pro jednoduché pochopeni demonstrovat na Obrazku 6.

Obrazek 6: K feseni prikladu prikladu 8

Zname pocet prvkt v mnozinidch A, B a C, a chceme spocitat pocet prvki ve sjednoceni téchto mnozin.
Nestaci jen secist pocet prvka v jednotlivych mnozinach, protoze mnoziny nejsou disjunktni a tim padem
zapocitame kazdou z mnozin AN B, ANC a BN C dvakrat. Je tedy nutné od pivodniho souc¢tu odedéist
pocCty prvka v téchto mnozinach. Tim padem ale ,ztratime* prvky v mnoziné ANBNC a je tedy potieba
je opét pricist. Zobecnénim tohoto principu dostavame vyse uvedeny vypocet. Jednoduchymi tpravami
nyni dostaneme
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Toto ¢islo vyjadiuje pocet moznosti, jak rozsadit pany tak, aby alespon jeden z nich sedél naproti vlastni
zené. Celkovy pocet na rozsazeni vSech lidi podle zadéni dostaneme jako

n! n! n!
| | [ = - = ... _1\nt1 2 —
2n! (n <1! TR +(-1) m)) =

Pozndmka k teseni prikladu 8:

Piiklad lze Tesit rovnéz pomoci méné zndmého pojmu subfaktoridl (oznaceni !n). Subfaktoridl totiz vyja-
dfuje pfimo pocet tzv. dismutact, coz jsou takové permutace puvodni mnoziny, ze zadny prvek nezistane
na svém misté.

Pocet dismutaci pro n-prvkovou mnozinu je dan rekurentnim vztahem In = (n — 1)(!(n — 1)+!(n — 2))
s pocateénimi podminkami !0 =1 a!1 = 0.

Pocet rozsazeni, které vyhovuji zadani tlohy, je pak 2 - n!-In.
. Zkuste si ,kouzlo“ s kalkulackou. Vyberte si libovolny thel nejlépe v radidanech, naptiklad x¢p = 1,2. Na

kalkuladce si spocitejte jeho kosinus, dale urdete kosinus vaseho vysledku a toto provedte jesté nékolikrat
(zkuste napiiklad 30krat). Provedete tedy operaci cos (cos (... cos (cos (z9)))) .

Vysledky na displeji se budou blizit k jednomu urcitému ¢islu. Pokud si tento pokus vyzkousite jesté
nékolikrat, tak brzy zjistite, Ze nezalezi na velikosti (thlu, se kterym jste zacali.

Pomoci grafu funkce kosinus vysvétlete tuto zahadu.
Reseni:
Zvolme libovolné poéateéni hodnotu thlu v radidnech, naptiklad xg = 1,2. Vykresleme graf funkce f (z) =

cosz a ,pomocné“ funkce g (x) = z (jeji Gcel se ukdze pozdéji), viz Obrézek 7. V grafu vyzna¢me hodnotu

1 = COSXyp.

Obrazek 7: K feseni ptikladu 9

Nyni vyuzijeme graf pomocné funkce g (x) k tomu abychom graficky mohli znézornit
X2 = cos 1 = cos (cosxg) .

Stejnym zpusobem pokracujeme déle a vynasime dalsi body.

Ted uz je zcela jasné, ke kterému bodu se blizi nase vysledky. Jedna se o priseéik funkce f (z) = cosz
a funkce g (x) = z. Tedy jde o FeSeni rovnice

= COST

= 0,7391



10. Televizni soutéz probiha nasledujicim zptisobem: Soutézici ma pied sebou troje zaviené dvere. Za jednémi
z nich je nové auto, za zbyvajicimi je jen koza. Soutézici si zvoli jedny dvere a na zavér soutéze dostane
to, co je za nimi. Soutézici samoziejmé nevi, co které dvefe skryvaji, a musi tedy volit ndhodné.

N

Poté, co si soutézici vybere svoje dvefe, moderator poradu otevie jedny ze zbyvajicich dveii. Vzdy ty, za
kterymi je koza, protoze moderator vi, co které dvefre skryvaji. Moderator da nyni soutézicimu moznost
zménit svoji ptivodni volbu a vybrat si jiné dvere.

Predpokladejme, ze soutézici chce auto. Je tedy pro néj z hlediska pravdépodobnosti vihodnéjsi ponechat
si svoji prvni volbu? Nebo je vyhodnéjsi svoji puvodni volbu po zasahu moderatora zménit? Nebo je
pravdépodobnost, Ze ziskd auto v obou pfipadech stejna?

Reseni:
Mohlo by se zdat, ze v momenté, kdy jsou jedny dvefe s kozou oteviené, je to pro soutéziciho padesat na

padesét a Ze je tedy jedno, co udéla. Ale neni tomu tak. Z hlediska pravdépodobnosti je pro soutéziciho
vyhodné svoji volbu vzdy zmeénit.

Na zacatku méame jedny dvefe s autem a dvoje dvefe s kozou. Tedy pravdépodobnost, Ze si soutézici vybere
dvefe s autem, je 1/3. Pravdépodobnost, Ze je auto za jednémi ze zbyvajicich dvefi, je 2/3. Vzhledem
k tomu, Ze poté moderitor vzdy, amyslné a najisto otevie dvefe s kozou, nedava soutézicimu zadnou
novou informaci o tom, co je za dvefmi, které si vybral. Tedy pravdépodobnost, ze si soutézici vybral
dvefe s autem, je stile 1/3. Proto se tedy vyplati svoji volbu zménit - druhé dvefe totiz skryvaji auto
s pravdépodobnosti 2/3.

Jedna se o tzv. Monty Hall problem, vice informaci napf. na
http://en.wikipedia.org/wiki/Monty Hall problem



