Internetova matematicka olympiada - 30. listopadu 2010
3. ro¢nik

1. Do internetové matematické olympiady se prfihlasilo 121 tyma. Jednim z téchto tyma je tym kapitana
Filipa Chytrého. Olympiada obsahuje celkem 5 prikladu. Stru¢na idea, tykajici se hodnoceni ptiklada je
tato: kompletné vyfeseny priklad je ohodnocen koeficientem 1,00 a napfiklad z poloviny vyfeseny piiklad
je ohodnocen koeficientem 0,50. Vysledna bodova hodnota piikladu je nepfimo iimérné poctu tspésnych
fesiteldi (viz Pravidla Internetové matematické olympiddy). Kapitdn Chytry svému tymu velmi véii. Vi,
ze by byli schopni spocitat vSech pét prikladi kompletné, ale potfebovali by na to vice ¢asu. Vi, ze ve
stanoveném case zvlddne pravé 3 piiklady (kompletné). Proto po pfecteni zaddni vSech piikladt udéla
tento odhad, tykajici se schopnosti zbyvajicich 120ti tymu:

e 1. priklad vyfesi polovina tymi s koeficientem 1,00, ¢tvrtina s koeficientem 0,50 a ostatni za 0,00.

e 2. priklad vyfesi % tymu s koeficientem 1,00, % zbytku tymu s koeficientem 0,50 a ostatni za 0,00.

3. priklad vyfesi 30 tymu s koeficientem 1,00, % zbytku tymu s koeficientem 0,50 a ostatni za 0,00.

4. priklad vyfesi 2 tymi s koeficientem 1,00,

1 s koeficientem 0,50 a ostatni za 0,00.
1
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5. priklad vyfesi =z tymu s koeficientem 1,00, = s koeficientem 0,50 a ostatni za 0,00.
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Kapitan Chytry zvoli strategii, kterd povede k maximalnimu moznému zisku bodt pro jeho tym. Rozhod-
néte, kterym prikladim mé tym Filipa Chytrého vénovat maximélni pozornost.

Reseni piikladu 1
Je zfejmé, ze v souctu ziska tym nejvice bodi za ty tii priklady, které budou mit nejvyssi bodovou hodnotu.
Tedy pujde o piiklady, které spravné vyfesi (nebo vyfesi jejich podstatnou ¢ast) nejméné tymi.

Urceme tedy bodovou hodnotu kazdého prikladu v souladu s Pravidly. Vime, ze za 1. priklad ziska koefi-
cient 1,00 celkem 60 tymu a koeficient 0,50 celkem 30 tymi. Zbyvajicich 30 tymu ziskava koeficient 0,00.
Celkova bodova hodnota kazdého prikladu je 100 bodi, ale tato bodova hodnota klesd v zavislosti na
poctu tspésnych Fesiteli. Skutecnou bodovou hodnotu 1. ptikladu vypocteme vztahem

100 bodtt : (60 - 1,00 + 30 - 0,50 + 30 - 0,00) = 100 bodi : 75,00 = 1,33 bodu.

Zapisme si bodové hodnoty jednotlivych prikladt pro prehlednost do tabulky 1.

soucet koeficientti vSech tymu bodova hodnota prikladu

1. priklad | 60-1,00430-0,50+30-0,00 = 75,00 | 100 : 75,00 = 1,33 bodu

2. pitklad | 121,00 + 54 - 0,50 + 54 - 0,00 = 39,00 | 100 : 39,00 = 2,56 bodii

3. priklad | 301,004 750,50 + 150,00 = 67,50 | 100 : 67,50 = 1,48 bodu

4. priklad | 451,00+ 300,50 445 - 0,00 = 60,00 | 100 : 60,00 = 1,67 bodu

5. pitklad | 151,00 + 24 - 0,50 + 81 -0,00 = 27,00 | 100 : 27,00 = 3,70 bodii

Tabulka 1: K feSeni piikladu 1

Tym dosdhne nejlepsiho hodnoceni, pokud kompletné a spravné vypocita ptiklad 2., 4. a 5.



2. Ty¢ délky 20 m je svym hornim koncem opfené o zed a zaroveii se dotykd bedny o rozmérech 6 m x 6 m,
viz Obréazek 1. V jaké vysce se nachazi horni konec tyce?

Poznamka: Tento priklad je mozno tesit nekolika vice ¢i méné elegantnimi zpusoby. Tymy, které reseni
povedou pres rovnici ¢turtého stupné, kterou ndsledné vyresi pouze priblizné numericky, ziskaji za priklad
koeficient mazimdlné 0,50.
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Obrazek 1: K zadani piikladu 2

Reseni piikladu 2
Uvedme si dva mozné elegantni pristupy k feseni.

1. zpusob (pomoci goniometrickych funkei):

Obrazek 2: K 1. zpasobu feseni prikladu 2

Na Obrazku 2 jsou vyznaceny dva pravouhlé trojuhelniky s jednim vnitfnim dhlem «. Plati
. 6
sina=—, cosa=—, a+b=20.
a b

Provedeme nésledujici tpravy

siga + Cog a 20
Gco_s atbsina  _ 20
SIln & Cos &«
6(sina + cosa) = 20sinacosa
6(sina+cosa) = 10-2sinacosa
6(sina+cosa) = 10sin2a
36(sin® o + 2sinacosa + cos?a) = 100sin® 2a
9(1 +sin2a) = 25sin®2a
25sin” 20 — 9sin2a —9 = 0



Zavedenim substituce ¢ = sin 2« ziskdme kvadratickou rovnici

25t2-9t—9 = 0,
+ /981 V981 —1/981
jejimz feSenim je t1 2 = ﬁ, tedy t; = 9+ vosl =0,8064 a ty = S-vosl = —0,4464. Zapornou

50
hodnotu ¢, dale neuvazujeme. Ze substituce vyplyva

9+ v981

sin2a = 50
Tedy pro thel a plati:
2cc; = b3,7475°
o = 26,8737°
nebo
2 = 180° — 53,7475°
2 = 126,2525°
as = 63,1263°

Vysku, do které ty¢ dosdhne, vypoc¢teme jako 6 + 6tan . Tedy pro a; vychazi dosazena vyska 9,04 m
a pro ag vychézi dosazena vyska 17,84 m.

2. zpusob (pomoci obsahu trojihelniku):

Oznacme si délku tyce AB = [, vysku bedny ED = y, sitku bedny DF = z. Déale pak vysku, do které ty¢
dosdhne BC = h a vzdalenost AC' = x, viz Obréazek 3.
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Obrazek 3: Ke 2. zpusobu feseni prikladu 2

Pouzitim Pythagorovy véty dostavame rovnici

2 +h? =12 (1)

Déle si rozlozme obsah trojihleniku ABC na soudet obsaht trojuhleniki AED, DF B a ¢tverce ECF D,
obecné tedy plati

Sapc = Saep + Spre + Secrp,

xh T—2)1 z(h—
oh — (2)y + (zy) + yz.

Po dosazeni konkrétnich zadanych hodnot y = z = 6 dostavame
xzh = 6(x + h). (2)
Pfi¢tenim dvojnésobku rovnice (2) k rovnici (1) ziskdme
2+ 2zh + h? = 12(x + h) + 2,

tedy
(x+h)? =12(z + h) +1°. (3)



Zavedenim substituce & = x + h dostavame z rovnice (3) kvadratickou rovnici
€2 — 12¢ — 400 = 0,
jejimz FeSenim je
€15 = 64 /436,

Ziskali jsme dv€ rizna realna fesSeni, avSak geometricky vyznam mé pro nas pouze kladné reseni & =
6 + v/436.

Nyni vypoc¢teme nezndmou h dosazenim vypocteného &; do rovnic
r+h=¢
xh = 6¢,

coZ je rovnice zavedené substituce a rovnice (2). Z prvni rovnice si vyjddiime nezndmou x = £ — h a
dosadime do druhé rovnice, ¢imz dostaneme nasledujici kvadratickou rovnici

h? — hé 4 6¢ = 0.

Za £ dosadime vypoctenou hodnotu & = 6 + /436 a dostavame jako feSeni dva ruzné kladné kotfeny

6+¢B@i¢m+V@%P—4d-w+¢E®

hi2 = 5 =

= 3+ +v109 £ /82 — 3v/436.

Pro lepsi predstavu vyjadfeme tato ¢isla v desetinach jako hy = 17,84 a he = 9,04. Ty¢ se tedy opird o
zed ve vysce 9,04 metri nebo 17,84 metra.

. Dlazdi¢ psal objednéavku ¢tvercovych dlazdic na vydlazdéni podlahy ¢tvercové mistnosti. Byl tak roztrzity,
ze misto poctu dlazdic potfebnych podél jedné stény napsal do objednavky svij vek. Nasledné mu dovezli
o 1111 dlazdic vic, nez bylo potieba. Jak byl dlazdi¢ stary?

Reseni piikladu 3

Ozna¢me x hledany vék dlazdice a y pocet dlazdic podél jedné stény mistnosti. Vime, ze mistnost je ¢tver-
cové a také dlazdice jsou étvercové. TudiZ je na vydlazdéni potfeba y? dlazdic. Dlazdi¢ oviem objednal x>
dlazdic. Rozdil mezi pfivezenymi a skuteéné potfebnymi dlazdicemi byl 1111. Sestavime tedy (nelinedrni)
rovnici

2? —y? = 1111. (4)

Zda se, ze mame malo informaci k vyfeseni jedné nelinearni rovnice o dvou neznamych. Staci si vsak
uvédomit, Ze ¢éislo 1111 se dé rozlozit na soucin pravé dvou prvocisel a pro rozklad levé strany rovnice (4)
je mozné pouzit vzorec a® — b% = (a + b)(a — b). Tedy plati

(z +y)(z —y) =101-11.

Odtud

r+y= 101,

r—y= 11.
Resenim této soustavy dvou linedrnich rovnic o dvou neznamych z,y je x = 56 a y = 45. Dlazdic¢ovi je
56 let.

. Vyfeste algebrogram, tj. rtiznd pismena nahradte riznymi ¢islicemi 0 az 9 tak, aby byly splnény uvedené
pocetni operace.

A B C - D E C = F F G
: + -
H E C = E G A
J A+ D A B = K C C



Reseni piikladu 4

Z rovnic v algebrogramu ziskdme jednodussi rovnice pro hledané hodnoty pismen.

Z rovnice ABC — DEC = FFG v prvnim fadku algebrogramu plyne C' — C = 0, tedy G = 0.
Z rovnice FFG — EGA = KCC' v poslednim sloupci algebrogramu a z G = 0 vyplyva

A+C=10, C+1=F, K+E=F. (5)

Z rovnice JA + DAB = KCC v poslednim fadku algebrogramu plyne
K=D+1, A+J>10, A+ B> 10, (6)

odkud
B+A=10+C, A+J+1=10+C = B=J+1. (7)

Z rovnice ABC — DEC = FFG v prvnim fadku algebrogramu také vyplyva

DE+ FF = AB. (8)
Nevime vsak, jestli £+ F > 10 nebo E + F' < 10. Proto nésledujici vypocet provedeme pro oba ptipady:
a) Nejprve tedy uvazujme F + F < 10. Pak z (8) plyne

D+F=A, (9)
coz si pomoci vySe odvozenych vztahil (5) mizeme piepsat jako
C+1+D=10—-C, tedy D=9-2C.

b) Pokud E + F' > 10, pak z (8) plyne

D+F+1=A4, (10)
odkud z (5) dostaneme

D=A-1-F=10-C-1-F=10-C-1-C-1=8-2C.

Na zakladé variant a) a b) vidime, Ze bez ohledu na hodnotu sou¢tu E + F' plati, ze C' < 5.

Z rovnice DEC + EC = DAB v prostfednim sloupci algebrogramu (respektive z odvozeného vztahu
EC + EC = AB) potom plyne

C+C=B a E+FE=A (11)
Nyni postupné vyuzitim vSech ziskanych vztahti dostaneme podminky pro jednotliva pismena
C<b5, A+C=10, A=2F = Ae{6,8} = Fe{34}
F=C+1 = Fe{23,4,5}
F+E<10,D=9-2C = De{1,3,57}
K=D+1 = Ke€{2,4,6,8}
FE+K=F = F=5 K=2 E=3

Po vycisleni dalsich hodnot ziskdme
C=F-1=4, B=2C=8, A=10-C=6, D=K-1=1, J=B—-1=1.

684 _ g

Z rovnice ABC : H = JA v prvnim sloupci algebrogramu a platnosti G = 0 plyne, ze H = =

Cely algebrogram ma tedy reseni

6 8 4 - 1 3 4 = 5 5 0
: + -
9 3 4 = 3 0 6
7T 6 + 1 6 8 = 2 4 4



5. Uvazujme rovinny utvar, ktery vznikne nésledujici konstrukei: vyjdeme z rovnostranného trojuhelniku,
jehoz strany rozdélime na tfetiny. Nad prostfedni tfetinou kazdé strany vztyc¢ime opét rovnostranny troj-
thelnik a pavodni prostfedni tfetinu vyjmeme. Tento postup nyni opakujeme az do nekone¢na. (Na Ob-
razku 4 je uvaZovany obrazec zobrazen po dvou krocich.) Vypocitejte obvod a obsah tohoto Gtvaru.

Obrazek 4: K zadéani prikladu 5

Reseni piikladu 5

Vysledny ttvar se nazyvad Kochova vlocka (anglicky Koch snowflake) a patii k tzv. fraktalim. Sledujme
tedy konstrukci tohoto fraktalu. V  nultém kroku“ oznacme a délku strany ptuvodniho rovnostranného
trojuhelniku a Sy jeho obsah, pro ktery plati

a2\/§

50:4.

Pr1i prechodu z jednoho kroku na dalsi plati nasledujici:

1) Délka strany trojuhelnika sestrojeného v novém kroku je vzdy rovna jedné tfetiné délky strany troju-

helnika z pfedchazejiciho kroku. Obecné mé tedy strana trojihelnika po n krocich délku 5.

2) Pocet stran objektu v nasledujicim kroku je vzdy roven ¢tyfnasobku poctu stran z pfedchézejiciho
kroku, obecné mame tedy po n krocich 3 - 4™ stran.

3) Céast obvodu, kterd vzdy ,piibude* novym krokem, spoéteme jako pocet stran v piedchézejicim kroku

nasobeny jednou tfetinou délky strany v piedchazejicim kroku, tj. 3 - 471 - % g = (%)n_l a.

4) Céast obsahu, ktera vzdy ,,pfibude* novym krokem, spocteme jako pocet stran v piedchazejicim kroku
nasobeny % pivodniho obsahu Sy (Gtvar ma v novém kroku tfetinovou délku strany oproti kroku pted-
chozimu, a tudiz novy vztyéeny rovnostranny trojihelnik mé devitinovy obsah viéi pfedchozimu kroku).
Dostévame tedy 3 -4"1 . % = % . (%)n So-

S} p—
Obvod Kochovy vlocky spocteme jako 3a+a (%)n 1, coz je geometricka fada s kvocientem %. Vzhledem

k tomu, Ze je kvocient vétsi nez jedna, tato fada diverguje k nekoneénu. Cili Kochova vlocka md nekonecné
dlouhy obvod.

Obsah Kochovy vlocky spocteme nasledovné:
8 _ 2023

3. = (4\" 3. 3 3, 4 3
So+4502(9> ZS()-FZS()@:S()-F&SO%ZS()-‘rgSo:gSo 5

n=1

Vidime tedy, ze vlocka ma kone¢ny obsah, ackoli ma nekonecné dlouhy obvod.



6. Uvazujme v roviné mnoZinu bodt, jejichZ obé soufadnice jsou celd ¢isla. Zvolme bod B = [2;3]. Roz-
hodnéte, zda v roviné bodl existuje pfimka, kterd prochazi bodem B a soucasné neprotne zadné dalsi
uvazované body. Své rozhodnuti zdavodnéte.

Reseni piikladu 6
Pokud tato pfimka existuje, tak je zfejmé, Ze nemiZe jit o pfimku bez smérnice (ta by totiz protinala
vSechny body s z-ovou soufadnici 2). Hledejme tedy pfimku ve smérnicovém tvaru y = kx + q.
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Obrazek 5: K feseni prikladu 6

Pro zjednoduSeni problému zkusme misto bodu B uvazovat bod O = [0;0]. Piimka se smérnici, kterd
prochazi pocatkem O ma rovnici y = kx. Pokud by smérnice k této piimky byla rovna raciondlnimu ¢islu
(tj. ¢islu, které se da zapsat ve tvaru podilu dvou celych ¢isel, kde ¢islo ve jmenovateli je rtizné od nuly),
tak by tato primka prochézela dalsimi body s celo¢iselnymi souradnicemi.

Odtud tedy vychézi feSeni problému. Smérnice hledané pfimky nemuze byt racionalni, tedy musi byt
iracionalni.

Vratme se nyni k hledané pfimce prochézejici bodem B = [2,3]. Necht je tedy smérnice hledané piimky
iracionalni, ozna¢me ji a, viz Obrazek 5. Potom rovnice pfimky bude y = ax + b, kde a € I. Dopocitame
hodnotu b, pro kterou plati 3 =a -2+ b, tedy b = 3 — a - 2. Hledana pfimka ma rovnici

y=ar+3—2a, kde acl

7. Necht a,b, ¢ jsou pfirozend &isla, tj. a,b,c € N = {1,2,...}. Pomoci sumaéni symboliky zapiste, kolik
existuje feseni nerovnice
a+b+c<100.

Reseni prikladu 7
Resime fixovanim jednotlivych proménnych. Necht a = 1, pak zbyva vyfesit nerovnici
b+ c <99.

Postup opét opakujme a polozme b = 1. Pak dostavame nerovnici

c < 98.
Tato nerovnice mé ziejmé v oboru prirozenych ¢isel pravé 98 reseni a to pro hodnoty ¢ =1,...,98.
Pokracujme déle podobnou tvahou, tj. volme pevné a = 1 a b = 2, potom vychdzi ¢ = 1,...,97 (tedy 97

moznych FeSeni). Celkové tedy pro a = 1 méme 98497+ 96 + - - - + 3+ 2+ 1 moznych FeSeni. Jde o soucet
¢lenti aritmetické posloupnosti, ktery uréime snadno jako

98
> k= ?(98 +1).
k=1



Pokud a zvysime o 1, pak pocet feSeni bude 97 4+ 96 + - - - + 2 + 1. Takto pokracujme az po a = 98. Pak
najdeme pouze jedno feSeni a to b = ¢ = 1. Celkovy pocet Teseni tedy bude souctem souctii ¢lend téchto
aritmetickych posloupnosti, tedy

98 k 98 i
ZanZi(H-l).
k=1n=1 =1

Pocet feseni zadané nerovnice je po vy¢isleni této sumy 161 700.

. T¥i fidi¢i jezdi na okruzni lince autobusu v Brné. Kazdy z fidi¢h po této trase jede v jiny den a v jinou
dobu, vzdy ale zac¢inaji ve stejné vyjezdové stanici ¢. 1. Po urcitém poctu odpracovanych hodin dokonci
okruzni jizdu do stanice ¢. 1 a poté jesté ujedou k zastavek do stanice Vozovna (coz je (k + 1). stanice na
trase okruzni linky). Viz Obrazek 6.

3 2 1 (vyjezdova stanice)

k+1
(Vozovna)

Obrazek 6: K zadani prikladu 8

Vime, ze:

e Prvni fidi¢ ujel pfesné 716 stanic a pak odesel ze stanice Vozovna domt.

20
e Druhy Fidi¢ si po ujeti ) [ zastévek v8iml, Ze stanici Vozovna piejel o k zastavek.
=1

e Treti Fidi¢ vi, ze k je prvodislo.

Jaké ¢islo mé tedy stanice s nazvem Vozouvna?

Reseni prikladu 8
Oznacme si pocet stanic na okruzni lince n. Pak od fidi¢a vime, Ze:
e 716 stanic d4 vyjadrit jako n-p+k, kde ¢islo p € N je pocet okruznich jizd, které vykonal prvni fidic.
e Cislo 12215 = 210 se da vyjadrit jako n - ¢ 4+ 2k, kde ¢islo g je pocet okruznich jizd, které vykonal
druhy fidic.
e Tieti fidi¢ je nadseny matematik a vi, ze k je prvocislo.

Vyjdeme tedy z nasledujicich rovnic

kE = 716,

n-p
n-q 2k = 210.

+
12
i (12)
Z této soustavy dvou rovnic (12) eliminujeme nezndmou k tak, Ze od druhé rovnice odeéteme dvojnasobek
rovnice prvni. Dostavame
—1222=n-q—2-n-p=n-(q—2-p).



Odtud vidime, ze ¢islo 1222 musi byt délitelné ¢islem n. Rozlozme ¢islo 1222 na prvocinitele, tedy
1222 =213 -47.

Vidime tedy, ze pocet n stanic na okruzni lince mtize nabyvat hodnot 2,13,47,26,94,611 nebo 1222.
Logicky vylouc¢ime ¢isla 1222 a 611, protoze v tom pfipadé by druhy fidi¢ neujel ani jednu okruzni jizdu.
Nyni je potfeba zjistit, ktery pocet stanic je tedy ten spravny.

Vratime se opét k soustave rovnic (12). Vime, Ze ¢isla p, g, k jsou pfirozend a pro k plati, ze k < n. Neboli
muzeme Fici, ze po celoCiselném déleni ¢isla 716 ¢islem n dostaneme zbytek k a po celo¢iselném déleni
¢isla 210 ¢islem n dostaneme zbytek 2k. Pro prehlednost jednotliva n a k nim odpovidajici k zapiseme do
tabulky

n k
2 0
13 1
47 11

26 || neexistuje jednoznacné
94 || neexistuje jednoznacné

Z tabulky vidime, ze jediné k, které je prvociselné vychézi pro n = 47. Proto zastavka Vozovna je 12. stanici
okruzni linky.

Tato tloha jde TeSit samoziejmé také pomoci tzv. kongruenci. Rekneme, 7e dvé ¢isla jsou kongruentni,
pokud davaji stejny zbytek po celociselném déleni néjakym danym cislem n. Toto ¢islo pak nazveme
modulo a tim zavedeme tzv. modularni aritmetiku. Kongruence se zapisuji takto:

a=b (modn).

Tento zapis znamend, Ze a je kongruentni s b podle modulu n. Napriklad ¢isla 3 a 8 jsou kongruentni
podle modulu 5, protoze obé dvé ¢isla maji po celociselném déleni ¢islem 5 zbytek 3. Touto symbolikou
tedy zapiSeme nase rovnice (12) od Fidi¢u ve tvaru

716 = k (modn),
210 = 2k (modn).

Kongruence majici stejné modulo lze sc¢itat podobné jako rovnice a dostaneme
1222 =0 (modn).

Zde pak podobné jako v predchozim pripadé vlastné urcujeme jaké hodnoty muze nabyvat n a zpétné
feSime dvé kongruence o dvou neznamych.

. Kolika riznymi zptisoby je mozné jednim tahem zacinajicim v bodé A namalovat domecek uvedeny na
Obrazku 77 Uvedte nejen pocet feSeni, ale také systematicky postup.

Poznamka: V bodé ,uvniti“ domecku (v priseciku dhlopiicek) neni mozné ménit smér, tj. lze jit tahem
z A primo do C, ale nelze jit tahem z A do stredu domecku a odtud do B a podobné.

Reseni piikladu 9

Tomuto grafu miZeme fikat Eulerovsky, protoze jde nakreslit jednim tahem (pro zajimavost si na naptiklad
na internetu vyhledejte problém sedmi most mésta Kralovce) a plati pro néj, Ze mé pravé dva vrcholy
lichého stupné (vychazi z néj lichy pocet cest) a zbyvajici vrcholy jsou sudého stupné.

Intuitivné je asi vSem jasné, ze musime zacit v jednom lichém vrcholu a skoncit ve druhém. Zaciname-li
v A, pak musime skoncit v B.

Projdeme pro ukézku jednu cestu a nakreslime domecek cely. Pro dalsi popis cest budeme vzdy za cestu
z bodu do bodu povazovat nejpfiméjsi cestu, kterd neprochézi jinym pismenem oznacenym bodem. Za-
¢neme v bodé A, ptijdeme do bodu D a pak do bodu B. Zde mdme 2 moZnosti jak se dostat do C a to bud
vzhiru udélat jeden krok nebo jit doleva a nasikmo doprava. Zvolime napiiklad pfimo nahoru. Vytvorili



A B

Obrazek 7: K zadani prikladu 9

1. cesta: | Z bodu A do | B pfimo a z B do | C pfimo a z C do D ,pfes stfechu“ domecku
2. cesta: D primo
3. cesta: D pies bod A
4. cesta: D piimo a z D do C ,pfes stfechu“ domecku
5. cesta: C pfimo
6. cesta: C pres bod A
7. cesta: C pfimo a z C do | D ,pres stfechu“ a z D do | B pfimo
8. cesta: B pies bod C
9. cesta: B pres bod A
10. cesta: D pfimo a z D do B ,pfes stfechu“ domecku a bod C
11. cesta: B primo
12. cesta: B pres bod A
13. cesta: B pfimo a z B do D pfimo
14. cesta: D pies bod A
15. cesta: D pfimo a z D do | C ,pres stiechu® a z C do | B pfimo
16. cesta: B pfes bod D
17. cesta: B pres bod A
18. cesta: C pfimo a z C do B ,pfes stfechu“ domecku a bod D
19. cesta: B primo
20. cesta: B pres bod A
21. cesta: B pfimo a z B do C pfimo
22. cesta: C pies bod A

Tabulka 2: Strom feSeni prikladu 9

jsme tim graf podobajici se pismenu N. Ted médme 2 moznosti jak dokonéit graf domecku. Bud do bodu D
dojdeme ,,pfes stfechu“ domecku nebo napiimo. V obou pfipadech jsme domecek jednim tahem dokoncili
a ted je potieba si diikladné rozmyslet, jak tento graf namalovat jinak.

Vsimnéme si, ze vzdy musime projit vSechny uzly grafu a to v néjakém uréeném poradi. Do dalsiho uzlu
se vzdy dostaneme nékolika zptisoby. Pro zjednoduseni modelu a ujisténi, ze se ndm kombinace neopakuji,
zavedeme pravidlo, Ze pokud jdeme z bodu X do bodu Y, pak mzeme projit na této cesté bodem Z jen
tehdy, pokud jsme timto uzlem prosli jiz diive. V pfipadé, kdy jsme jiz prosli vSechny uzly, mame vzdy 2
moznosti jak dokonéit domecek (pocet FeSeni se tedy na konci vyndsobi dvéma, ale do FeSeni ve stromovém
tvaru jej neuvadime kvili vétsi prehlednosti). Pak se ndm tato tloha rozpada na strom jednotlivych feSeni
zapsany formou Tabulky 2.

Tim jsme napoditali 22 zptsobu jak projit vSechny body A,B,C,D a protoze lze vidy domecek dokoncit
jesté dvéma zptisoby pro kazdou z téchto variant, tak dostavame celkové 44 moznosti jak tento domecek
nakreslit.

10




10. Laboratorni my$ Evelina stoji na rovné desce v bodé [0, 0]. Mtize udélat préavé devét rliznych pohybt=, kroki“.
Se stejnou pravdépodobnosti mtze udélat jeden krok na sever (tedy na pozici [0, 1]), vychod (tedy na po-
zici [1,0]), jih (na pozici [0, —1]), zdpad (na pozici [—1, 0]), severovychod (na pozici [1,1]), jihovychod (na
pozici [—1,1]), jihozdpad (na pozici [—1, —1]), severozépad (na pozici [—1,1]) nebo zlstat na misté.

S jakou pravdépodobnosti bude po péti krocich na pozici [4, 3]? Vysledek udejte nejlépe ve tvaru zlomku.

Reseni prikladu 10
Uvedme dvé mozné Feseni tohoto piikladu.
1. zpusob feseni:

Uvédomme si, ze at uz se Evelina nalézd v jakémkoliv bodé, pak pravdépodobnost toho, Ze se posune
smérem doprava (tedy na vychod, severovychod nebo jihovychod) je % (Taktéz je stejnd pravdépodobnost
prechodu nahoru, doli ¢ doleva.)

Cilova pozice x = 4 je dosazitelna zpusobem:

o Ctyfi kroky smérem doprava a jednim setrvidnim na misté. Pravépodobnost P, = ( )5 -5 (Evelina si

miize vybrat, ve kterém z péti kroki setrva na misté).

1
3

Cilova pozice y = 3 je dosazitelna dvéma zptsoby:
e Ctyfi kroky nahoru a jeden doli, P, = (%)5 -5,
nebo
e TTi kroky nahoru a dvé pauzy, P; = (%)5 . (g) = (%)5 - 10.

P1i pouziti vzorcti na prinik a sjednoceni ndhodnych jevi dostdvame celkovou pravdépodobnost P ve

tvaru . . i
1 1 1 75 75
1 (P2 + Ps) (3) <<3> + (3> ) 310 o5

2. zpusob FeSeni:

Pfi prvnim kroku mtze Evelina udélat 9 riuznych pohybia=kroku. Je to krok na S, V, J, Z, SV, JV, JZ,
SZ nebo muze zistat na pivodnim misté. Kazdy krok miize udélat se stejnou pravdépodobnosti, tedy s
pravdépodobnosti %. Situace po prvnim kroku je zndzornéna na Obrazku 8.

@[22 @®[-12@[02] @ [12] @[22]
0 0 0 0 0

@[ 21@®[-11] @01 @ [11] @ [21]
0 1/9 1/9 1/9 0

® 20 ® [-1,0] ® [00] ® [10] @ [2,0]
0 1/9 1/9 1/9 0

®[2-1@® [-1-1@ [0-1] @ [1,-1] @ [2,-1]
0 1/9 1/9 1/9 0

®[2-2@ [-1-2@[0-2] @ [1-2] @ [2-2]
0

0 0 0 0

Obrazek 8: Pravdépodobnost vyskytu Eveliny v jednotlivych bodech po prvnim kroku
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®[33@[23@[-13®[03 ®[13 @23 @ [33
0 0 0 0 0 0 0

®[32 @[22 @12 @02 @[12 @[22 @ [32
0 19 219 3/9? 219 19? 0

®[31]@®[21]0 11001 O[] @21 @ [31]
0 219 49 6/9 49 2/9 0

® [-30] @ [-20] © [-1,0) ® [00] © [10] @ [20] @ [3,0]
0 3/ 6/9 9/9? 6/9 3/ 0

® [-3-11@ [-2,-1]0 [-1,-1]0 [0,-1] O [1,-1] @ [2,-1] @ [3,-1]
0 219 49 6/97 49 219 0

® [-3-2/@ [-2-2]® [-1,-2]® [0,-2] ® [1,-2] @ [2,-2] @ [3,-2]
0 1/9? 219 3/9* 219 19 0

® [-3-3@ [-2,-3/@ [-1,-3@ [0,-3] ® [1,-3] @ [2,-3] ® [3,-3]
0 0 0 0 0 0 0

Obrazek 9: Pravdépodobnost vyskytu Eveliny v jednotlivych bodech po druhém kroku

Pii druhém kroku uZ je situace o néco slozitéjsi. Naptiklad na pozici [2, 1] se Evelina mtze dostat tak, Ze
v prvnim kroku ptijde z pozice [0, 0] na pozici [1,0] (ozna¢me toto jako jev A) a v druhém kroku z [1, 0]
na [2,1] (jev B) nebo také tak, ze v prvnim kroku udéld krok z [0,0] na [1,1] (jev C') a v druhém kroku
z [1,1] na [2,1] (jev D). Jevem E ozna¢me to, ze Evelina je po druhém kroku na pozici [2, 1].

Pfedchozi tivahy mtzeme zapsat ve tvaru
P(E)=(P(A)NnP(B))U(P(C)NP(D)).

Uvédomme si, ze pokud Evelina stoji po prvnim kroku na néjaké konkrétni pozici, pak pravdépodobnost
prechodu na jakoukoliv sousedni pozici nebo setrvani na misté je opét %.

P1i pouziti vzorct na prinik a sjednoceni ndhodnych jevi tedy dostavame

11 11 2
PE)=(55+55) =

Podobné pokracujeme pro ostatni body a dalsi kroky. Vysledky jsou zobrazeny na Obrazcich 9, 10, 11, 12.

Pravdépodobnost, ze se Evelina po patém kroku ocitne na pozici [4,3] je %.

Ustav matematiky FSI VUT v Brné, www.math.fme.vutbr.cz, hoderova@fme.vutbr.cz
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® 44 @ [-34] @ [-24] @ [-1,4] @ [0,4]
0 0 0 0 0

@43 @ [33 @®[-23 @ [-1,3] ® [0,3]
0 19° 3/9° 6/9° 719°

@42 @ [-32] @ [-2,2] ® [-1,2] © [0,2]
0 3/9° 9/9° 18/9°  21/9°

® 41 @ [-3,1] O [-2,1] O [-1,1] @ [0,1]
0 6/9° 18/9°  36/9°  42/9°

® [-4,0] @ [-3,0] © [-2,0] @ [-1,0] ® [0,0]
0 719° 2198 4219 49/9°

@ [14]
0

@ [1,3]
6/9°

O [1.2]
18/9°

@ [1.1]
36/9°

@ [1,0]
42/9°

® [24]
0

® 23]
319°

@ [272]
9/9°

O [2,1]
18/9°

@ [2,0]
21/9°

@ [3,4]
0

@ [3.3]
1/9°

@ 372
3/9°

@ [31]
6/9°

® [30]
719°

@ [4.4]
0

@ [4,3]
0

® [42]
0

@ [4,1]
0

@ [4,0]
0

® [-4-1@ [-3,-1)0@ [-2,-1]® [-1,-1]@ [0,-1] @ [1,-1] @ [2,-1] @ [3,-1] @ [4,-1]
0 6/9° 18/9°  36/9°  42/9°  36/9°  18/9°  6/9° 0

®[4-2@ [-3-2@ [-2-210 [-1,-20 (021 © [1,-2] @ [2-2] @ [3,-2] @ [4,-2]
0 3/9° 9/9° 18/9°  219° 189 99 3/9° 0

® [4,-3@ [3-3@ [-2-3@® [-1,-3® [0,-3] @ [1,-3] ® [2-3] @ [3,-3] @ [4,-3]
0 19° 3/9° 6/9° 719° 6/9° 319° 19° 0

® [4-4@ [-3-4@ [-2,-4]@ [-1,-4/@ [0,-4] @ [1,-4] @ [2-4] @ [3,-4] @ [4,-4]
0 0 0 0 0 0 0 0 0

Obrazek 10: Pravdépodobnost vyskytu Eveliny v jednotlivych bodech po tfetim kroku

®[55 @ [-45 @ [-35 @ [-25]
0 0 0 0

[-15 @ [05 @ [15 @[25] @ [35 @ [45]

[
0 0 0 0 0 0 0

® 54 @ [-44] @ [-34] @ [-2,4] ® [-1,4] @ [0,4]
0 9t 4/9* 109 1e/9*  19/9*

®[53 @43 @ [33 @ [23 @ [-13] @ [03]
0 49 16/9° 409" 6419  76/9"

®[52 @42 @ [-32 @[22 O [-1,2] O [0,2]
0 109" 40/9"  100/9" 160/9"  190/9*

®[51]@[41] ®[-31] O [-21] O [-1,1] @ [0,1]
0 16/9"  64/9"  160/9" 256/9° 304/9*

® [50] @ [-40] ® [-3,0] O [-2,0] ® [-1,0] @ [0,0]

® [14]
16/9*

@ [13]
64/9*

0 [1.2]
160/9*

o [1.1]
256/9*

@ [1,0]

® [24]
10/9*

® 2.3
40/9*

@[22
100/9*

0 [21]
160/9*

o 2.0

® [34]
4/9*

® [33]
16/9*

@ 3.2
40/9*

@ [3,1]
64/9*

® [3,0]

® [44]
9t

@ [4.3]
4/9*

@ [4,2]
10/9*

® [4.1]
16/9*

@ [4,0]

0 19/9* 7619  100/9* 30419 361/9*° 304/9° 190/9* 76/9*  19/8* O
® [5-1]@ [-4,-1)@ [-3-10 [-2,-1]® [-1-1]@ [0,-1] @ [1,-1] @ [2-1] ® [3,-1] @ [4,-1] @ [5,-1]

0 16/9° 6419 16019 256/9° 30419 256/9° 160/9* 649"  16/9* O

® [-5-2/@ [-4,-2)@ [-3,-2/@ [-2,-2]0 [-1,-2]0 [0,-2] @ [1,-2] @ [2,-2] ® [3,-2] @ [4,-2] @ [5,-2]
0 10/9*  40/9*  100/9* 160/9° 190/9* 160/9*° 100/9* 40/9*  10/9* O

® [5-3/@ [-4,-3/@® [-3,-3@ [-2,-3]@® [-1,-3]@ [0,-3] @ [1,-3] @ [2,-3] @ [3,-3] @ [4,-3] @ [5-3]
0 4/9* 16/9" 409" 649" 76/9" 649" 409" 1619 49t 0

@ [-5,-4]@ [-4,-4/@ [-3,-4)@ [-2,-4]® [-1,-41@ [0,-4] @ [1,-4] @ [2,-4] ® [3,-4] @ [4,-4] @ [5,-4]

0 19* 4/9* 109*  1e/9* 1919 1e/9* 1009 4/9* 19* 0
® [-5-5@ [-4-5/@ [-3-5/@ [-2,-5@® [-1,-5/@ [0,-5] ® [1,-5] @ [2,-5] @ [3,-5] @ [4,-5] @ [5,-5]
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Obrazek 11: Pravdépodobnost vyskytu Eveliny v jednotlivych bodech po ¢tvrtém kroku
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®[66 @ [-56 @ [-46] @ [-36] @ [-26] @ [-16 @ [06] @ [16] @ [26 @ [36] @ [46] @ [56] @ [66]
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

® (65 @[55 @ [-45 @ [-35] @ [-25] @ [-15 @ 05 @ [15] @ [25] @ [35 @ [45 @ [55 @ [65]
0 19° 5/9° 15/9°  30/°  45/° 519" 45/9°  3009°  15/9° 5/ 19° 0

® (64 @®[54 @44 @ [-34] @ [-24] @ [-14] @ [04] @ [14] @ [24] @ [34] @ [44] @ [54] @ [64]
0 5/9° 25/9°  75/9°  150/9° 225/9° 255/9° 225/9° 150/9° 75/9°  25/9°  5/9° 0

@63 @®[53 @43 @ [-33 ®[-23] @ [-13 @ 03] @ [1,3] @ [23] @ [33] @ [43] @ 53] @ [63]
0 15/9°  75/9°  225/9° 450/9° 675/9° 765/9° 675/9° 450/9° 225/9° 75/9°  15/° O

® (62 ®[52 @42 @ [-32] ©[-22] O [-12 002 O [12 ©[22 @ [32 @[42] @ 52 @ [62]
0 30/9°  150/9° 450/9° 900/9° 1350/9° 1530/9° 1350/9° 900/9° 450/9° 150/9° 30/° O

®(61®[51]@®[41]@[-31]0([21]0[-11]@[01] @11 Ol @ [31] @41 @ [51] ®[61]
0 45/9°  225/9° 675/9° 1350/9° 2025/9° 2295/9° 2025/9° 1350/9° 675/9° 225/9° 45/9° O

® (60 ® [-50] @ [-4,0] ® [-30] O [-2,0] ® [-1,0] ® [00] ® [1,0] O [20] @ [30] @ [40] ® [50] @ [6,0]
0 51/9°  255/9° 765/9° 1530/9° 2295/9° 2601/9° 2295/9° 1530/9° 765/9° 255/9° 51/9° O

®[6-1@ [-5-1@ [-4,-1]@® [-3,-110 [-2-11@ [-1,-1)@ [0,-1] ® [1,-1] O [2,-1] @ [3,-1] @ [4,-1] @ [5,-1] @ [6,-1]
0 45/9°  225/9° 675/9° 1350/9° 2025/9° 2295/9° 2025/9° 1350/9° 675/9° 225/9° 45/9° O

® [6-2/@ [-5-2/@ [-4,-2/@® [-3,-21@ [-2,-2]0 [-1,-2]0 [0,-2] O [1,-2] @ [2,-2] @ [3,-2] @ [4,-2] @® [5,-2] @ [6,-2]
0 30/9°  150/9° 450/9° 900/9° 1350/9° 1530/9° 1350/9° 900/9° 450/9° 150/9° 30/° O

©® [-6,-31® [-5-3@ [-4,-3)@ [-3-3)® [-2,-3/® [-1,-31@ [0,-3] @ [1,-3] ® [2,-3] @ [3,-3] @ [4,-3] @ [5-3] @ [6,-3]
0 15/9°  75/9°  225/9° 450/9° 675/9° 765/9° 675/9° 450/9° 225/9° 75/9°  15/9° O

©® [6,-41@ [-5-4@ [-4,-41@ [-3-4@ [-2,-4@ [-1,-4@ [0,-4] @ [1,-4] @ [2,-4] @ [3,-4] @ [4,-4] @ [5-4] @ [6,-4]
0 5/9° 25/9°  75/9°  150/9° 225/9° 255/9° 225/° 150/9° 75/9°  25/9°  5/9° 0

®[6-5@ [-5-5@ [-4-5@ [-3-5@ [-2,-5@ [-1,-5@ [0,-5] @ [1,-5] @ [2-5] @ [3,-5] @ [4,-5] @ [5,-5] @ [6,-5]
0 1/9° 5/9° 15/9°  30/8°  45/9°  5U9°  45/9°  30/9°  15/9°  5/9° 1¢° 0

® [6,-6/® [-5-6@ [-4,-6/@® [-3,-6@® [-2,-6/@® [-1,-6/@ [0,-6] ® [1,-6] @ [2,-6] @ [3,-6] @ [4,-6] @ [5,-6] @ [6,-6]
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ] 0

Obrazek 12: Pravdépodobnost vyskytu Eveliny v jednotlivych bodech po patém kroku
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